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Streszczenie
Wprowadzenie. Sieciowe postaci równań Kedem-Katchalsky’ego (K-K) dla ternarnych roztworów nieelektrolitowych mogą 
zawierać jeden z ośmiu współczynników Peusnera: Rij, Lij, Hij, Wij, Nij, Kij, Sij lub Pij (i, j ∈ {1, 2, 3}). Owe współczynniki tworzą 
macierze trzeciego stopnia współczynników Peusnera [R], [L], [H], [W], [N], [K], [S] lub [P].
Cel pracy. Obliczenie zależności współczynników Peusnera Wij (i, j ∈ {1, 2, 3}) oraz det [W], od średniego stężenia jednego 
składnika roztworu w membranie (C–1) dla kilku różnych, ustalonych wartości drugiego składnika (C–2). 
Materiał i metody. Analizowano transport roztworów glukozy w wodnym roztworze etanolu przez membranę Nephrophan 
o znanych parametrach transportowych (Lp, σ, ω) za pomocą sieciowych równań K-K dla ternarnych roztworów nieelektro-
litów zawierających współczynnik Peusnera Wij (i, j ∈ {1, 2, 3}). 
Wyniki. Obliczono rodziny zależności współczynników Peusnera Wij (i, j ∈ {1, 2, 3}) od średniego stężenia jednego składnika 
roztworu w membranie (C–1) dla kilku różnych, ustalonych wartości drugiego składnika (C–2) dla warunków jednorodności 
roztworów.
Wnioski. Obliczenia pokazały, że współczynniki W12, W21, W22, W23, W32 oraz det [W] są czułe na stężenia C–1 i C

–
2 oraz skład 

roztworów rozdzielanych przez membranę polimerową (Polim. Med. 2014, 44, 3, 179–187).

Słowa kluczowe: transport membranowy, termodynamika sieciowa Peusnera, współczynniki Peusnera, równania Kedem-  
-Katchalsky’ego, roztwory ternarne.

Abstract
Background. The network forms of Kedem-Katchalsky (K-K) equations for ternary non-electrolyte solutions may contain 
one of the eight Peusner’s coefficients: Rij, Lij, Hij, Wij, Nij, Kij, Sij or Pij (i, j ∈ {1, 2, 3}). These coefficients form the third degree 
matrixes of Peusner’s coefficients [R], [L], [H], [W], [N], [K], [S] or [P].
Objectives. Calculation of dependencies of the Peusner’s coefficients Wij (i, j ∈ {1, 2, 3}) and det [W], on the average concentra-
tion of one component in the membrane solution (C–1) for several different values of the second component set (C–2).
Material and Methods. Glucose transport in aqueous ethanol solutions through Nephrophan membrane transport with 
known transport parameters (Lp, σ, ω), using the network K-K equations for the ternary non-electrolytes solutions containing 
Peusner’s coefficient Wij (i, j ∈ {1, 2, 3}) were analyzed.
Results. Family dependencies of Peusner’s coefficients Wij (i, j ∈ {1, 2, 3}) on the average concentration of one component in 
the membrane solution (C–1) for several different values of a second set of component (C–2) for the homogeneity of the solu-
tions were calculated.
Conclusions. Calculations showed that coefficients W12, W21, W22, W23, W32 and det [W] are sensitive to concentrations (C–1) 
and (C–2) of solutions separated by a polymeric membrane (Polim. Med. 2014, 44, 3, 179–187).

Key words: membrane transport, Peusner’s network thermodynamics, Peusner’s coefficients, Kedem-Katchalsky equations, 
ternary solutions.
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Zastosowania membran są determinowane przez 
ich właściwości transportowe, których miarą, zgodnie 
z  formalizmem Kedem-Katchalsky’ego, są współczyn-
niki: przepuszczalności hydraulicznej (Lp), odbicia (σ) 
i przepuszczalności dyfuzyjnej (ω) [1, 2]. Do interpreta-
cji transportu membranowego najczęściej są wykorzy-
stywane modele opracowane w ramach termodynamiki 
nierównowagowej  [1, 3, 4–14]. W ostatnim półwieczu 
do analizy transportu przez membrany polimerowe 
stosuje się także modele opracowane w  ramach ter-
modynamiki sieciowej (NT)  [15–30]. Podstawy owej 
termodynamiki w  latach 70. XX  w. stworzyli George 
Oster, Alan Perelson i Aharon Katchalsky oraz Leonar-
do Peusner [27, 31–36]. W ramach NT stosuje się dwa 
równorzędne sposoby opisu danego zjawiska: metodę 
grafu połączeń (bond graph method) Ostera, Perelsona 
i Katchalsky’ego NT [27] oraz metodę Peusnera wyko-
rzystującą symbolikę i  teorię analogowych obwodów 
elektrycznych (Peusner’s NT) [29, 31–36]. Obecnie sieci 
są stosowane do badania układów otwartych w biologii, 
ekologii czy urbanistyce [15, 17, 18, 21–23, 25–29].

Termodynamika sieciowa Peusnera (PNT) została 
zbudowana na bazie termodynamiki nierównowago-
wej, teorii obwodów elektrycznych, teorii grafów oraz 
geometrii różniczkowej. Można z  niej wyprowadzić 
metody umożliwiające badanie dynamiki nierówno-
wagowych procesów transportu masy, ładunku, energii 
i  informacji w  układach biologicznych  [29]. W  przy-
padku transportu membranowego binarnych roztwo-
rów nieelektrolitów, w  ramach PNT wprowadzono 
dwie grupy współczynników Peusnera: symetryczne 
(Lij, Rij) i hybrydowe (Hij, Pij) (i, j ∈ {1, 2}) [29, 31–36]. 
Owe współczynniki występują w  sieciowych formach 
równań Kedem-Katchalsky’ego (K-K), które mają po-
stać równań macierzowych [32–39]. 

W poprzednich pracach autorów sieciowe postaci 
równań Kedem-Katchalsky’ego (K-K) zawierające współ-
czynniki Peusnera Rij, Lij, Hij, Wij, Kij, Nij, Sij lub Pij (i, j ∈ 
{1, 2, 3}) otrzymane w wyniku symetrycznych (Lij, Rij) lub 
hybrydowych (Hij, Wij, Kij, Nij, Sij, Pij) transformacji sie-
ci termodynamicznych Peusnera zastosowano do opisu 
transportu ternarnych roztworów nieelektrolitów w wa-
runkach jednorodności roztworów  [40–48]. W  pracach 
tych rozważano przypadek dwukierunkowego dwuportu 
termodynamiki sieciowej Peusnera dla trzech bodźców 
i  trzech strumieni. Ów dwuport jest rozwinięciem kla-
sycznego dwuportu Peusnera i  ma pojedyncze wejścia 
dla przepływu J1 i sprzężonej z nim siły X1, przepływu J2 
i sprzężonej z nim siły X2 oraz przepływu J3 i sprzężonej 
z nim siły X3. W poprzedniej pracy autorów zajmowano 
się kombinacją strumieni (J1, J2, J3) i sił termodynamicz-
nych (X1, X2, X3), która ma następującą postać [43]:
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Wykorzystując powyższy schemat, przedstawione 
zostały hybrydowe transformacje równań K-K użyte do 
otrzymania sieciowej postaci równań K-K zawierają-
cych współczynniki Wij (i, j ∈ {1, 2, 3}) [43, 48]. Równa-
nia te można zapisać zarówno w postaci klasycznej, jak 
i macierzowej [40, 45]. Postać macierzowa tych równań 
jest następująca:
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gdzie: 
	 222

22
11 C

L
W p

γω

ω

m
= 	 (3)

	 222

11
12 C

CW
γω

β
m

±= 	 (4)

	
31

222

2
13

)1(
W

C
L

W p =
−

=
γω

σ

m
m 	 (5)

	 222

2312
21

][
C
CCL

W p

γω

ββ

m

−
= 	 (6)

	 222

22111
22

]}[{
C
CCLAC

W p

γω

ξξ

m

m−
= 	 (7)

	 222

1412
23 C

CW
γω
βω

m

m= 	 (8)

	 222

2
31

)1(
C

L
W p

γω

σ

m

−
−= 	 (9)

	 )(
][

2222

24211
32 CC

CCW
γω
βω

m

±−= 	 (10)

	 )(
1

2222
33 CC
W

γω m
= 	 (11)

Δ℘ = ΔP ± Δπ1 ± Δπ2, A = ω11ω22 – ω21ω12, 
γ = Lp(1 – σ)2ω22, 
β1 = Lp[(1 – σ2)ω21 – (1 – σ1)ω22], 
β2 = ω22 (1 – σ1), β3 = ω12(1 – σ2), 
β4 = Lp(1 – σ1)(1 – σ2), 
ξ1 = (1 – σ2)[(1 – σ2)ω11 – (1 – σ1)ω12], 
ξ2 = (1 – σ1)[(1 – σ1)ω22 – (1 – σ2)ω21], 
Jv – strumień objętościowy, Js1 i Js2 – strumienie solutu 
substancji „1” i „2” przez membranę w warunkach jed-
norodności roztworów, Lp –  współczynnik przepusz-
czalności hydraulicznej, σ1 i σ2 – współczynniki odbicia 
odpowiednio substancji „1” i  „2”, ω11 i  ω22 –  współ-
czynniki przepuszczalności solutu substancji „1” i  „2” 
generowanej przez siły z  indeksami „1” i  „2” oraz ω12 
i ω21 – współczynniki krzyżowej przepuszczalności so-
lutu substancji „1” i „2” generowanej przez siły z indek-



Zależności współczynników Peusnera Wij 181

sami „2” i „1”. ΔP = Ph – Pl – różnica ciśnień hydrosta-
tycznych (Ph, Pl oznacza wyższą i  niższą wartość 
ciśnienia hydrostatycznego). Δπk  =  RT(Ckh –  Ckl) jest 
różnicą ciśnień osmotycznych (RT oznacza iloczyn sta-
łej gazowej i temperatury termodynamicznej, natomiast 
Ckh i Ckl – stężenia roztworów, k = 1, 2). —Ck = (Ckh – Ckl)
[ln(CkhCkl

–1)]–1 – średnie stężenie solutu w membranie. 

Należy zauważyć, że w liczniku i/lub mianowniku rów-
nań (3)–(11) występuje znak „±” i/lub „ ±”. Dla Δ℘ = ΔP 
+ Δπ1 + Δπ2, w  równaniach (3)–(11) występuje górna 
część znaków, a dla Δ℘ = ΔP – Δπ1 – Δπ2 – dolna.

Korzystając z algorytmu obliczania wyznacznika ma-
cierzy trzeciego stopnia, można obliczyć wyznacznik ma-
cierzy [W] [49]. Zgodnie z tym algorytem otrzymujemy:

	 det [W] = W11(W22W33 – W23W32) + W12(W23W31 – W21W33) + W13(W21W32 – W22W31) 	 (12)

Jak widać det [W] jest wyznacznikiem trzeciego stopnia. Oznacza to, że ma dziewięć minorów przynależnych do 
elementów Wij (i, j ∈ {1, 2, 3}). Uwzględniając wyrażenia (3)–(11) w równaniu (12), otrzymujemy:
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Dla Δ℘ = ΔP + Δπ1 + Δπ2, w równaniu (13) wystę-
puje górna część znaków, a dla Δ℘ = ΔP – Δπ1 – Δπ2 
– dolna.

Z równań (4)–(6), (8)–(10) wynika, że W12 ≠ W21, 
W13 = W31 oraz W23 ≠ W32. Z równań (3), (5), (9) i (11) 
wynika ponadto, że współczynniki W11, W13 = W31 (ale 
jedynie dla Δ℘ = ΔP + Δπ1 + Δπ2), W33 są zależne od 
—C2, a niezależne od —C1. Z kolei współczynniki W12, W21, 
W22, W23 i W32, są zależne od stężenia roztworów zarów-
no od —C1, jak i  —C2. W związku z  tym w pracy obliczo-
no rodziny zależności współczynników Peusnera W11, 
W12, W13, W21, W22, W23, W31, W32 i W33 od średniego 
stężenia substancji w  membranie oznaczonej indek-
sem „1” (—C1) przy ustalonej wartości średniego stężenia 
substancji w membranie oznaczonej indeksem „2” (—C2) 
dla warunków jednorodności roztworów i  membrany 
z octanu celulozy. 

Wyniki i omówienie
Współczynniki tensorowe Peusnera Wij (i, j  ∈ 

{1,  2,  3}) występujące w  macierzy [W] obliczymy dla 
membrany polimerowej i  roztworów ternarnych skła-
dających się z rozpuszczalnika (wody), substancji ozna-
czonej indeksem „1” i substancji oznaczonej indeksem 
„2”. Stężenie substancji „1” w przedziale h zmienia się 
w zakresie od C1h = 1 mol m–3 do C1h = 2001 mol m–3, 
natomiast stężenie substancji „2” w  przedziale h  było 
stałe i  wynosiło C2h  =  6  mol m–3, C2h  =  201  mol m–3,  
C2h = 901 mol m–3, C2h = 1301 mol m–3 lub C2h = 1801 mol m–3.  
Z  kolei stężenie obydwu składników znajdujących się 
w przedziale l było stałe i wynosiło C1l = C2l = 1 mol m–3.  
Obliczenia współczynników Peusnera W11, W12, W13, 
W21, W22, W23, W31, W32 i W33 wykonano na podstawie 
równań (3)–(11). Analogicznie jak w pracach [40–48], 
do obliczeń wykorzystano uśrednione wartości współ-
czynników przepuszczalności hydraulicznej (Lp), odbi-
cia (σ1, σ2), przepuszczalności dyfuzyjnej (ω11, ω22, ω21, 
ω12) wyznaczone dla jednorodnych roztworów roz-

dzielanych przez membranę oraz tzw. średnie stężenia 
składników roztworu w  membranie (—C1, 

—C2). Wartość 
tych współczynników wynosi: Lp = 5 × 10–12 m3N–1s–1, 
σ1  =  0,07, σ2  =  0,02, ω11  =  0,8  ×  10–9  mol N–1s–1, 
ω12 = 0,8 × 10–11 mol N–1s–1 i ω22 = 1,4 × 10–9 mol N–1s–1 
i ω21 = 1,6 × 10–11 mol N–1s–1 [3]. 

Z obliczeń wykonanych na podstawie równania 
(3) wynika, że wartość współczynnika W11 nie zależy 
od —C1 przy ustalonej wartości —C2 i wynosi W11 = 5,77 ×  
× 10–12 m3N–1s–1 (dla —C2  =  37,71  mol m–3), 
W11 = 9,15 × 10–12 m3N–1s–1 (dla —C2 = 132,28 mol m–3)  
i  W11  =  13,22  ×  10–12 m3N–1s–1 (dla —C2  =  181,29  
mol m–3). Niezależne od —C1, przy ustalonej wartości —C2,  
są także współczynniki W13=W31 i  W33. Ich warto-
ści obliczone na podstawie równania (5) są równe 
W13  =  W31  =  –4,02  ×  10–3 m3  mol–1 (dla —C2  =  37,71  
mol m–3), W13  =  W31  =  –6,41  ×  10–3 m3  mol–1 (dla 
—C2 = 132,28 mol m–3), W13 = W31 = –9,25 × 10–3 m3 mol–1  
(dla —C2  =  181,29  mol m–3). Wartości współczynnika 
W33, obliczone na podstawie równania (11), wynoszą 
W33 = 0,22 × 108 m3 N s mol–2 (dla —C2 = 37,71 mol m–3), 
W33 = 0,1 × 108 m3 N s mol–2 (dla —C2 = 132,28 mol m–3), 
W33 = 0,1 × 108 m3 N s mol–2 (dla —C2 = 181,29 mol m–3), 
Z  kolei wartości współczynników W12, W21, W22, W23 
i W32 są zależne zarówno od —C1 jak i —C2, o czym świadczą 
wykresy przedstawione na ryc. 1–3. 

Przedstawione na ryc.  1 charakterystyki W21  =  
= .21)( constCCf =  (wykresy 1 i 2) i W12 =  .21)( constCCf =  (wy-
kresy 3 i 4) obliczone odpowiednio na podstawie równań 
(6) i (4) są liniowe i pokazują, że wartości współczynnika 
W21 są dodatnie i rosną liniowo, a wartości współczyn-
nika W12 są ujemne i maleją liniowo wraz ze wzrostem 
wartości —C1, przy ustalonej wartości —C2. Z  porównania 
prostych 1 i  2 oraz 3 i  4 wynika, że ponad 6-krotny 
wzrost wartości C2 (około 5-krotny wzrost wartości —C2) 
powoduje jedynie około 2-krotny wzrost wartości W21 
i około 2-krotne zmniejszenie wartości W12.

Zamieszczone na ryc. 2 krzywe ilustrujące charak-
terystykę W22  =  .21)( constCCf =  obliczoną na podstawie 
równania (7) są półparabolami i pokazują, że wartości 
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Ryc. 1. Graficzna ilustracja zależności W21 =  .21)( constCCf =  (proste 1 i 2) i W12 =  .21)( constCCf =  (proste 3 i 4) dla roztworów skła-
dających się z rozpuszczalnika i dwóch substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji ozna-
czonej indeksem „2” było stałe i wynosiło C–2 = 37,71 mol m–3 (proste 1 i 3) oraz C–2 = 181,29 mol m–3 (proste 2 i 4). Wartości 
współczynnika W21 obliczono na podstawie równania (6), a współczynnika W12 – na podstawie równania (4)

Fig. 1. Graphic illustration of dependence W21 =  .21)( constCCf =  (lines 1 and 2) and W12 =  .21)( constCCf =  (lines 3 and 4) for solu-
tions consisting of solvent and two dissolved substances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration des-
ignated by the subscript “2” was constant and equal C–2 = 37.71 mol m–3 (lines 1 and 3) and C–2 = 181.29 mol m–3 (lines 2 and 4). 
The values of the coefficient W21 were calculated on the basis of equation (6) and coefficient W12 – on the basis of equation (4)

Ryc. 2. Graficzna ilustracja zależności W22 =  .21)( constCCf =  dla roztworów składających się z rozpuszczalnika i dwóch sub-
stancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji oznaczonej indeksem „2” było stałe i wynosiło 
C–2 = 2,79 mol m–3 (krzywa 1), C–2 = 37,71 mol m–3 (krzywa 2), C–2 = 132,28 mol m–3 (krzywa 3) i C–2 = 240,12 mol m–3 (krzy-
wa 4). Wartości współczynnika W22 obliczono na podstawie równania (7)

Fig. 2. Graphic illustration of dependence W22 =  .21)( constCCf =  for solutions consisting of solvent and two dissolved substances 
identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration designated by the subscript “2” was constant and equal 
C–2 = 2.79 mol m–3 (curve 1), C–2 = 37.71 mol m–3 (curve 2), C–2 = 132.28 mol m–3 (curve 3) i C–2 = 240.12 mol m–3 (curve 4). The 
values of the coefficient W22 were calculated on the basis of equation (7)
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Ryc. 3. Graficzna ilustracja zależności W32 =  .21)( constCCf =  (proste 1 i 2) i W23 =  .21)( constCCf =  (proste 3 i 4) dla roztworów skła-
dających się z rozpuszczalnika i dwóch substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji ozna-
czonej indeksem „2” było stałe i wynosiło C–2 = 37,71 mol m–3 (proste 1 i 3) oraz C–2 = 181,29 mol m–3 (proste 2 i 4). Wartości 
współczynnika W32 obliczono na podstawie równania (10) oraz współczynnika W23 – na podstawie równania (8)

Fig. 3. Graphic illustration of dependence W32 =  .21)( constCCf =  (lines 1 and 2) and W23 =  .21)( constCCf =  (lines 3 and 4) for solu-
tions consisting of solvent and two dissolved substances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration des-
ignated by the subscript “2” was constant and equal C–2 = 37.71 mol m–3 (lines 1 and 3) and C–2 = 181.29 mol m–3 (lines 2 and 4). 
The values of the coefficient W32 were calculated on the basis of equation (10) and coefficient W23 – on the basis of equation (8)

Ryc. 4. Graficzna ilustracja zależności W22 = f(C–1, C
–

2) dla roztworów składających się z rozpuszczalnika i dwóch substancji 
rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. C–1 rośnie od C–1 = 2,79 mol m–3 do C–1 = 240,12 mol m–3, natomiast C–2 male-
je od C–2= 240,12 mol m–3 do C–2= 2,79 mol m–3. Dla jednego z punktów zamieszonych krzywych jest spełniony warunek 
C–1 = C–2 = 106,83 mol m–3 (dla krzywej 1), C–1 = C–2 = 119,65 mol m–3 (dla krzywej 2) oraz C–1 = C–2 = 132,28 mol m–3 (dla krzy-
wej 3). Wartości współczynnika W22 obliczono na podstawie równania (7)

Fig. 4. Graphic illustration of dependence W22 = f(C–1, C
–

2) for solutions consisting of solvent and two dissolved substances 
identified by two indexes “1” and “2”. C–1 increase from C–1 = 2.79 mol m–3 to C–1 = 240.12 mol m–3, whereas C–2 decrease from 
C–2= 240.12 mol m–3 to C–2= 2.79 mol m–3. For one point of presented curves the condition C–1 = C–2 = 106.83 mol m–3 (for curve 
1), C–1 = C–2 = 119.65 mol m–3 (for curve 2) and C–1 = C–2 = 132.28 mol m–3 (for curve 3) is fulfilled. The values of the coefficient 
W22 were calculated on the basis of equation (7)
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współczynnika W22 początkowo rosną nieliniowo, a po 
uzyskaniu wartości maksymalnej maleją nieliniowo 
wraz ze wzrostem wartości —C1, przy ustalonej wartości 
—C2. Krzywa 1 osiąga maksimum dla punktu o współrzęd-
nych —C1 = 93,77 mol m–3 i W22 = 36,94 × 10–9 mol m–3, 
krzywa 2 dla punktu o współrzędnych —C1 = 80,43 mol m–3  

i  W22  =  32,50  ×  10–9  mol m–3, krzywa 3 dla punktu 
o  współrzędnych —C1  =  52,57  mol m–3 i  W22  =  20,37  ×  
× 10–9 mol m–3 oraz krzywa 4 dla punktu o współrzęd-
nych —C1 = 12,72 mol m–3 i W22 = 6,24 × 10–9 mol m–3. 
Wspomniane krzywe mają miejsca zerowe (W22  =  0), 
które można oszacować na podstawie wykresów  1–4, 
lub obliczyć na podstawie równania (7). Z  wykresów 
przedstawionych na ryc. 2 wynika, że krzywe 1–4 mają 
miejsca zerowe dla: —C1  =  185,16  mol m–3 (krzywa 1), 
—C1  =  162,5  mol m–3 (krzywa 2), —C1  =  101,56  mol m–3 
(krzywa 3) oraz —C1 = 31,25 mol m–3 (krzywa 4). Oznacza 
to, że dla —C1 ≥ 185,16 mol m–3 (krzywa 1), —C1 ≥ 162,5 mol 
m–3 (krzywa 2), —C1  ≥  101,56  mol m–3 (krzywa 3) oraz 
—C1 ≥ 31,25 mol m–3 (krzywa 4), wartość współczynni-
ka W22 zmienia znak z dodatniego na ujemny. Jak już 
wspomniano, wartości —C1, dla których W22  =  0, moż-
na obliczyć na podstawie równania (7). Po prostych 
przekształceniach tego równania otrzymujemy —C1 = 
= (A – Lp

—C2ξ2)(Lpξ1)–1. Podstawiając do tego wyrażenia 
odpowiednie dane, otrzymujemy: —C1 = 176,23 mol m–3  
(krzywa 1), —C1  =  154,88  mol m–3 (krzywa 2), 

—C1 = 101,3 mol m–3 (krzywa 3) oraz —C1 = 40,21 mol m–3 
(krzywa 4). Wartości —C1 odczytane z wykresów 1, 2 i 4 
i obliczone na podstawie równania różnią się nieco od 
siebie. Dla krzywych 1 i 2 —C1 różnią się o około 5%, a dla 
krzywej 4 o około 22%.

Przedstawione na ryc.  3 charakterystyki W32  =  
= .21)( constCCf =  (wykresy  1 i  2) i  W23  =  .21)( constCCf =  
(wykresy  3 i  4) obliczone odpowiednio na podstawie 
równań (10) i  (8) są liniowe i  pokazują, że wartości 
współczynnika W32 są dodatnie i rosną liniowo, a war-
tości współczynnika W23 są ujemne i  maleją liniowo 
wraz ze wzrostem wartości —C1, przy ustalonej warto-
ści —C2. Z  porównania prostych 1 i  2 oraz 3 i  4 wyni-
ka, że podobnie jak w przypadku charakterystyk W21 =  
= .21)( constCCf =  i W12 =  .21)( constCCf =  ponad 6-krotny 
wzrost wartości C2 (około 5-krotny wzrost wartości —C2) 
powoduje jedynie około 2-krotny wzrost wartości W32 
i około 2-krotne zmniejszenie wartości W23.

Zamieszczone na ryc. 4 krzywe ilustrujące zależ-
ności W22 = f(—C1, 

—C2) pokazują, jak zmienia się wartość 
współczynnika W22, jeśli —C1 rośnie od —C1 = 2,79 mol m–3  
do —C1  =  240,12  mol m–3, natomiast —C2  maleje od 
—C2= 240,12 mol m–3 do —C2= 2,79 mol m–3. W przypadku 
krzywej 1 —C1 i 

—C2 są tak sparowane, że dla jednego z punk-
tów spełniony jest warunek —C1 = —C2 = 106,83 mol m–3.  
W  przypadku krzywej 2 —C1 i  —C2 są tak sparowane, 
że dla jednego z  punktów spełniony jest warunek 

Ryc. 5. Graficzna ilustracja zależności det [W] =  .21)( constCCf =  dla roztworów składających się z rozpuszczalnika i dwóch sub-
stancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji oznaczonej indeksem „2” było stałe i wynosiło 
C–2 = 37,71 mol m–3 (krzywa 1), C–2 = 132,28 mol m–3 (krzywa 2) oraz C–2 = 181,29 mol m–3 (krzywa 3). Wartości det [W] obli-
czono na podstawie równania (13)

Fig. 5. Graphic illustration of dependence det [W] =  .21)( constCCf =  for solutions consisting of solvent and two dissolved sub-
stances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration designated by the subscript “2” was constant and 
equal C–2 = 37.71 mol m–3 (curve 1), C–2 = 132.28 mol m–3 (curve 2) and C–2 = 181.29 mol m–3 (curve 3). The values of the coef-
ficient det [W] were calculated on the basis of equation (13)
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—C1 = —C2 = 119,65 mol m–3 oraz dla krzywej 3 warunek 
—C1 = —C2 = 132,28 mol m–3. Takie dobranie —C1 i 

—C2 powodu-
je, że krzywa 1 ma dwa maksima, z których pierwsze ma 
współrzędne —C1 = 50 mol m–3 i W22 = 16,11 × 10–9 mol m–3  
oraz drugie —C1 = 167,76 mol m–3 i W22 = 6,67 × 10–9 mol m–3.  
Krzywa 1 posiada też minimum o  współrzędnych 
—C1 = 142,31 mol m–3 i W22 = –1,67 × 10–9 mol m–3 oraz trzy 
miejsca zerowe, tj. punkty, dla których W22 = 0. Punkty 
te odpowiadają —C1 o  wartościach —C1  =  132,1  mol m–3,  
—C1 = 143,29 mol m–3 i —C1 = 181,58 mol m–3. W przypadku 
krzywej 2 mamy dwa maksima, pierwsze o współrzęd-
nych —C1 = 38,46 mol m–3 i W22 = 13,89 × 10–9 mol m–3  
i  drugie o  współrzędnych —C1  =  166,67  mol m–3 
i  W22  =  6,67  ×  10–9  mol m–3. Ponadto ta krzywa ma 
jedno minimum o współrzędnych —C1 = 142,31 mol m–3 
i W22 = ‒19,17 × 10–9 mol m–3 i  jedno miejsce zerowe 
dla W22 = 0 i —C1 = 89,47 mol m–3. Krzywa 3, podobnie 
jak krzywa 2, ma dwa maksima, jedno o  współrzęd-
nych —C1 = 38,46 mol m–3 i W22 = 9,44 × 10–9 mol m–3  
i  drugie o  współrzędnych —C1  =  166,67  mol m–3 
i W22 = –26,67 × 10–9 mol m–3, jedno minimum o współ-
rzędnych —C1 = 146,1 mol m–3 i W22 = –39,97 × 10–9 mol m–3  
oraz jedno miejsce zerowe o  współrzędnych W22  =  0 
i —C1 = 76,31 mol m–3. Z porównania krzywych 1, 2 i 3 
wynika, że przesunięcie punktu, w którym —C1 = —C2 ro-
śnie, powoduje przesunięcie pierwszego minimum 
w  kierunku malejących wartości —C1. Podobnie zacho-
wują się miejsca zerowe tych krzywych. Drugie maksi-
mum podobnie jak minimum tych krzywych ma takie 
same współrzędne —C1. 

Na ryc. 5 przedstawiono nieliniowe zależności 
det [W]  =  .21)( constCCf =   dla —C2  =  37,71  mol m–3 (wy-
kres 1), dla —C2  =  132,28  mol m–3 (wykres 2) oraz dla 
—C2 = 181,29 mol m–3 (wykres 3), obliczone na podstawie 
równania (13). W badanym zakresie wartości —C1 krzywa 
1 zawiera tylko dodatnie wartości det [W]. Natomiast 
zamieszczone na tej rycinie krzywe 2 i  3 są niepełny-
mi parabolami. W związku z tym wartość det [W] po-
czątkowo rośnie nieliniowo aż do osiągnięcia wartości 
maksymalnej. Po jej osiągnięciu wartość det [W] ma-

leje nieliniowo. Krzywa 2 osiąga wartość maksymal-
ną dla punktu o  współrzędnych —C1  =  80,86  mol m–3  
i  det [W]  =  4,1  ×  10–12 m3N–1s–1. Z  kolei współrzęd-
ne maksimum krzywej 3 wynoszą —C1 = 35,16 mol m–3 
i  det [W]  =  4,1  ×  10–12 m3N–1s–1. Krzywe 2 i  3 posia-
dają też miejsca zerowe, tj. jest punkt, dla których 
det [W] = 0. W przypadku krzywej 2 miejsce to przypa-
da dla —C1 = 162,42 mol m–3, a w przypadku krzywej 3 dla 
—C1 = 89,3 mol m–3. Oznacza to, że dla —C1 > 162,42 mol m–3  
(w przypadku krzywej 2) i —C1 > 89,3 mol m–3 (w przy-
padku krzywej 3) det [W] zmienia znak z dodatniego na 
ujemny. Wartości —C1, dla których det [W] = 0, można 
również obliczyć na podstawie równania (13). Przyrów-
nując prawą stronę tego równania do zera, otrzymuje-
my: —C1 = –Lp(α2

—C2
2 – α3

—C2 + α4)(α1
—C2)–1.

Na podstawie przeprowadzonych badań można 
sformułować niżej opisane wnioski.

Współczynniki W11, W33 są stałe i dodatnie, a współ-
czynniki W13 = W31 stałe i ujemne. Wartości współczyn-
ników W12, W21, W22, W23 i W32 są zależne zarówno od 
wartości —C1, jak i —C2.

Wartości współczynników W32 i  W21 są dodatnie 
i  rosną liniowo, a współczynniki W12 i W23 są ujemne 
i  maleją liniowo wraz ze wzrostem wartości —C1 przy 
ustalonej wartości —C2. 

Krzywe ilustrujące nieliniowe (paraboliczne) za-
leżności współczynnika W22 oraz det [W] od wartości 
—C1 przy ustalonej wartości —C2 znajdują się w pierwszej 
i czwartej ćwiartce układu współrzędnych.

Krzywe ilustrujące zależności współczynnika W22 =  
= f(—C1, 

—C2) mają dwa maksima, jedno minimum i  trzy 
(krzywa 1) lub jedno (krzywe 2 i 3) miejsce zerowe.

Sieciowa postać równań K-K zawierająca współ-
czynniki Peusnera Wij (i, j  ∈ {1, 2, 3}) jest nowym 
narzędziem, które można wykorzystać do badania 
transportu membranowego. Wykazano, że jedynie 
współczynniki W12, W21, W22, W23 i W32 są czułe na stę-
żenie i skład roztworów rozdzielanych przez membra-
nę polimerową. 
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