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Streszczenie

Wprowadzenie. System sieciowych postaci réwnan Kedem-Katchalsky’ego (K-K) dla ternarnych roztwor(’)w nieelektrolitow
skfada si¢ z oémiu réwnan macierzowych zawierajacych wspotczynniki Peusnera Ry, Lj, Hy, Wi, K ,], Sijlub P; (i, j €
{1, 2, 3}). Owe réwnania s3 wynikiem symetrycznej i/lub hybrydowej transformacji klasycznej postaci tych rownan za pomoca
metod termodynamiki sieciowej Peusnera (PNT).

Cel pracy. Obliczenie stezeniowych zaleZno$ci wyznacznika macierzy wspotczynnikow Peusnera Ry, Ly, Hyj, Wi, Sy, Ny K
iP;(ije {1,2,3)).

Material i metody. Materialem badawczym byla membrana do hemodializy Nephrophan o znanych parametrach trans-
portowych (L, 0, w), dla wodnych roztworéw glukozy i etanolu, a metodg badawczg réwnania dla wyznacznikéw macierzy
wspotczynnikow Ry, Ly, Hy, Wi, Sij, Nij, K lub Py (i, j € {1, 2, 3}).

Wryniki. Obliczono zaleznosci Wyznaczmkow macierzy wspétczynnikéw Peusnera Ry, Ly, Hy, Wy, Sij, Njj, Kj; lub Py (i,je
{1, 2, 3}) dla warunkow jednorodno$ci roztworow od $redniego stezenia jednego skladnika roztworu w membrame (Cy) przy
ustalonej wartosci drugiego (C,).

Whioski. Metoda obliczania wyznacznikéw macierzy wspélczynnikéw Peusnera Ry, Ly, Hy Wi, Sy, Ny, Kjj lub Py (i, j €
{1, 2, 3}) jest nowym narzedziem, ktére mozna wykorzysta¢ do badania transportu membranowego. Obhczema pokazaly, ze
te wyznaczniki sg czule na stezenie i sklad roztworéw rozdzielanych przez membrane polimerowa (Polim. Med. 2014, 44,
3,167-178).

Slowa kluczowe: transport membranowy, termodynamika sieciowa Peusnera, wspofczynniki Peusnera, rownania Kedem-
-Katchalsky’ego, roztwory ternarne.

Abstract

Background. A system of network forms of Kedem-Katchalsky (K-K) equations for ternary non-electrolyte solutions is made
of eight matrix equations containing Peusner’s coefficients Ry, Lj;, Hy, Wi, Kij, Njj, S;; or Py (i, j € {1, 2, 3}). The equations are
the result of symmetric or hybrid transformation of the classic form of K-K equatlons by the use of methods of Peusner’s
network thermodynamics (PNT).

Objectives. Calculating concentration dependences of the determinant of Peusner’s coefficients matrixes Ry, Ly, Hyj, Wy, Sijs
N, Kijand P;; (i, j € {1, 2, 3}).

Materlal and Methods. The material used in the experiment was a hemodialysis Nephrophan membrane with specified
transport properties (L, 0, ) in aqueous glucose and ethanol solution. The method involved equations for determinants of

the matrixes coefficients Ry, Ly Hy, Wi, Sy, Ny, K or Py (i, j € {1, 2, 3}).
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Results. The objective of calculations were dependences of determinants of Peusner’s coeffcients matrixes R

ij> Lij> sza Wz"a Sijr

Nj;, Kjor P; (i, j € {1,2, 3}) within the conditions of solution homogeneity upon an average concentration of one component
of solution in the membrane (C;) with a determined value of the second component (C,).

Conclusions. The method of calculating the determinants of Peusner’s coeffcients matrixes R

i Lip Hip Wi, Sijy Nij, Ky or

P; (i, j € {1, 2, 3}) is a new tool that may be applicable in studies on membrane transport. Calculations showed that the
coefficients are sensitive to concentration and composition of solutions separated by a polymeric membrane (Polim. Med.

2014, 44, 3, 167-178).

Key words: membrane transport, Peusner’s network thermodynamics, Peusner’s coefficients, Kedem-Katchalsky equations,

ternary solution.

Termodynamika sieciowa (Network Thermodynam-
ics, NT), jaka stworzyli Leonardo Peusner oraz George
Oster, Alan Perelson i Aharon Katchalsky wprowadzi-
ta formalizmy matematyczne, ktore sg jednym z wielu
narzedzi analogowego modelowania wlasciwosci ukla-
dow ztozonych funkcjonujacych w réznych dyscypli-
nach nauki, techniki i medycyny [1-11]. Wersja NT
opracowana przez Ostera, Perelsona i Katchalsky’ego
(OPK NT) uzywa symboliki graféw polaczen, a wersja
NT opracowana przez Peusnera (PNT) teorii obwoddw
elektrycznych [1-5]. Mimo roéznej symboliki obydwie
wersje NT sg rownowazne [11]. Jednym z zastosowan
PNT jest budowa modeli matematycznych transportu
membranowego [12-29].

W oryginalnych pracach Peusnera i pracach konty-
nuatorow jego idei wykazano, ze PNT umozliwia syme-
tryczng lub hybrydowa transformacje rownan transportu
membranowego Kedem-Katchalsky’ego (K-K) z postaci
klasycznej do sieciowej [1, 3, 5, 12-21, 27-29]. Sieciowa
posta¢ tych rownan zawiera nowe typy wspolczynnikow
zwane wspolczynnikami Peusnera [14-21]. Wspolczyn-
niki te mozna obliczy¢, uwzgledniajac wyznaczone do-
$wiadczalnie parametry transportowe, tj. wspotczynniki
przepuszczalnosci hydraulicznej (L), przepuszczalnosci
solutu (w) i odbicia (o) [14-21]. W przypadku ternar-
nych i jednorodnych roztworéw nieelektrolitow wy-
nikiem transformacji s3 dwie symetryczne oraz sze$¢
hybrydowych postaci sieciowych réwnan K-K [14-21].
Symetryczne postaci sieciowych réwnan K-K zawiera
wspdlczynniki R;; lub Ly, a hybrydowe — wspotczynniki
Hij’ W,], Sl]) N,], sz lub Pl] (l,_] € {1, 2, 3}) Rownania te
mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci [14]:

A | [R, R, R,|[J J,

A(;" =R, R, R,||J, =R, | O
ax, | [Ra Ro Ryl J,

L CZ B

gdzie: A o =AP-Am-Am,,

R11:{A+LP{C1(1—01) [w22(1-01)+ w21 (1-02) | +Cy(1-07)
[6011(1—02)—(012(1—01)]}}LP_IA'1>
Rix=[wy(1-05)-wxn(1-07)]A,
R13:[w12(1—01)—_w11(1—02)]A__1; .
Ry1=[wx(1-05)Cr-w(1-01)CL]C AT,

Ryp=wnCi'A™, Rys=-w1,C'A7),
R31=[‘021(1—01)61—6011(1—(2)(_:2]62_114_1,
Ry=—wy Gy 'A™Y, Ryz=w G 'AY,

A:a)g(,()zz—a)ll(,()n,

Am/Cy, Amy/C, - sity termodynamiczne,

AP - réznica ci$nien hydrostatycznych,

Am; = RTAC, - réznica ci$nienn osmotycznych genero-
wana przez rdznice stezen substancji oznaczonej sub-
skryptem ,,1”,

Am, = RTAC, - rdznica ci$nienn osmotycznych genero-
wana przez rdznice stezen substancji oznaczonej sub-
skryptem ,,2”,

J, — strumien objetosciowy,

Ja - strumien substancji oznaczonej subskryptem ,,17,
J» — strumien substancji oznaczonej subskryptem ,,27,
RT - iloczyn stalej gazowej i temperatury bezwzglednej,
01 1 0, — wspdtczynniki odbicia odpowiednio substancji
»171,27,

w1 1 wyy — wspdlczynniki przepuszczalnosci substancji
»171,2” generowanej przez sily z indeksami ,,17 i ,,2”
oraz wy; i wy; — wspolczynniki krzyzowej przepuszczal-
nosci substancji ,1” i ,2” generowanej przez sily z in-
deksami ,2”71,,1”,

AP = P, — P; - rdznica ci$nien hydrostatycznych (Py,
P; oznacza wyzszg 1 nizszg warto$¢ cisnienia hydrosta-
tycznego).

AC,=RT(Cy,—Cy) i AC;=RT(Cy~Cy) - rdinice ste-
zen substancji ,17 i ,2” (Cy, C; oznacza wyzsza i niz-
szg warto$¢ stezenia), C; = (Cy, — Cy)[In (CyCyi ]!
iC, = (Cy - Cy)[In (C,Cy )] ! - érednie stezenie sub-
stancji ,,17 i ,2” w membranie, [R] jest macierzg wspot-
czynnikéw Peusnera R;; (i, j € {1, 2, 3}).

Jesli w powyzszym rownaniu zamienimy miejscami
A =AP-Am-Am,, Am/Cy, Am/Cy i ] Ja» Jo» tO
otrzymamy [15]:

Jo |=| Lo Ly Ly 51 =[L] 7‘ (2)
G LG

gdZie: LlIZLP’_LIZZLP(I_OI)CIZ_LZD .
L13=Lp(1;‘72)C2= Lsy, Lyy= @£1+Lp(1—01)2C12,
Ly= ‘U1292+Lp(1—01)(1—02)9192>

Ls,= ‘U21C1+Lp(1—01)(1—02)C1C2>
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Lss= wCy+Ly(1-0,)°Cy?, [L] jest macierza wspdlczynni-
kéw Peusnera Ly (i, j € {1, 2, 3}).

Jesli w rownaniu (1) zamienimy miejscami A, /C,,
Amy/C, i Ja, Jo» to otrzymamy [16]

Ap H, H, H, Ai_”[ Ai;
g |[=|Hy Hy Hy — |=[H] = (3)

G G

52 H, Hy, Hi A, A,

gdzie: H11=£u_1> H12=—(1—01)C_1, HIZZ_(I__UZ)CD
H21=(1—01)91=—H12) Hy,= wn_Cl, H23=6012_Cz,
H31=(1-0,)Cy=-H3, H3=w;,Cy, H33=0,C,,
A p=AP-Am-Am,, [H] jest macierzg wspotczynnikdéw
Peusnera Hj; (i, j € {1, 2, 3}).

Jesli w réwnaniu (1) zamienimy miejscami
A =AP-Am~Am,, Am/C, i],, ], to otrzymamy [17]:

O B R v o

Jo |=| W0 Wy Wy —L|=W]|="| (4
C] Cl

Aitz Wy W, Wy J, J,

G

gdZie: W”:LP(A)ZzB_l,
W12=LPC1[wzz(1—01)—(021(1—02)13_1,
W13=—Lp(1—02)B_IjW31’ .
WzF&[CUzz(1—21)C1—w12(1—02)cz]3_1> o
W22=C1{A+LP{C1(1—U1)[wzz(l—ol)—wn(l—(fz)] +Cy(1-02)
[w11(1—02)—w12(1—01)]}}B_l
W23:[w12+Lp(1_Gl)(I_GZ)CI]B_Ia
W3l:__p(1_02)B_1:W13: o
W32:—_C1[a)21+LP(1—01)(1—02)C2]C2‘IB‘1, .
W33=C,'B™!, A = wy10wn-w w1, B= w22+Lp(1_02)2C2]’
[W] jest macierzg wspdlczynnikéw Peusnera Wj; (i, j €
{1, 2, 3}).

Jesli w réwnaniu (1) zamienimy miejscami
A =AP-Am~Am,, Am,y/C, i ], ], to otrzymamy [20]:

Aﬁ[ Su Sn Su|| A Ap
?1 = S2| S22 S23 ‘]xl = [S] ‘]xl (5)
J1 Sy Sy Sy ﬂ Aitz

52 C2 C2

gdZie: S“:LPCUHD_I, SIZZLP(I—O'l)D_l,
313=chz[w11(1—02)—w12(1—01)]D_1>
Sa=-Ly(1-01)D"", - -
$»=C,"'D, 523=—C2[Lp(1—01)(1—02)C1+w12]C1'1D_1,
831:Lp[w11(I_UZ)CZ_WZI(I__O-I)CI]D_I:
3322[_6021+Lp(1;(71)(1—02)C2]D_1> o
333=C1{A+LP{C1(1—U1)[wzz(l—gl)—wzl(l—(fz)]+C2(1—02)
[@11(1-03)-w15(1-07)}}D 7,

A = w110y-wy W12, D=w11+L,y(1-01)*C1], [S] jest macie-
rz3 wspotczynnikow Peusnera Sj; (i, j € {1, 2, 3}).

Jesli w powyzszym rownaniu zamienimy miejscami
Am,/C, i Jg, to otrzymamy [18]:

AP TN Ny NG| J,

4

(j,l =| N,y Ny Ny Jo |=IN]| Sy (6)
Sl I Ny N[ A Amy

s2 C2 C2

gdzie: Ny= [wl1+Lp(1_01)261]Lp_1w11_1a
Np=—(1-0)wy; ™, Nlazéz[wlil—01)—0)11(1—02)](011'1,
N21=—(_1—01)_6011_1= Nip, Npo=C'wyy ™Yy
st=—§zwlzC1‘1wu‘_‘,
N31=[C2(1—02)6011—CL(1—01) wy]w ™,
Nos= w1011, N33=Cy(w11 05— w1021 ) w117,
A p=AP-Am—-Am,, [N] jest macierza wspotczynnikdéw
Peusnera Nj; (i, j € {1, 2, 3}).

Jesli w powyzszym rownaniu zamienimy miejscami
Am/Cy, Amy/Cy i ], Jg, to otrzymamy [19]:

Agp K, K, K; Aﬁ[ Aé[

']sl K, Ky K23 =1 = (K] —L| (7)
An |k ok, k|G G
72 31 32 33 J, J,

gdZie: K“: [a)22+LP(1—0'2)262]14]3_1(1)22_1,
Klzza[6021(I—Ui)—wzz(l—Ul)]_wzz_ly Kiz=-(1-0y)wx ™,
K21=[_(022(I—Ul)cl—wlz(l—Uz)Cz]6022_1,
Ky=Cy(w01103-w1p051) 07", I£23:w_12w22‘1,
K31:—_(1—02)a)22‘1:K13, K3p=-Ci0nC o™,
K33=Cy'wyy !, Ap=AP-Am-Am,, [K] jest macierza
wspdtczynnikéw Peusnera Kj; (i, j € {1, 2, 3}).

Jesli w powyzszym rownaniu zamienimy miejscami
A 9 =AP-Am-Am, i ],, to otrzymamy [21]:

Ai; R, B, RB][Ap Ap
TR B B[R A @
ax, | LB Pa Bl o
_52_

gdzie: Pyy=L,AE", Pp=L,[wp(1-01)-wy(1-02)[E",
P13=LP[Q11(1—02)—0)12(1—01)]13_1, o
PZl:LP{CZ(1_‘72)_[‘*)12410(1—01)(1—02)C1]—C1(1—01)
[6022+Lp(l—Uz)zcz]}C_flE'l,
P22=[w22+Lp(1—02)2C2]C1_1£_1,_
Py=-[wi+L,(1-01)(1-0)CIC'E,
P3;=Lp{Ci(1-07) [wy1+Lp(1-01) (1-02)C]-Cy(1-02)
[wn+Ly(1-00)°’CIIC,'ET,
Pyy=—[wy+Ly(1-01)(1-0,)C]C'E,
P33=[wuﬂp(l—m)zcl]cz‘lE‘l, B
E:A+LP{C2[6011(1—02)2—6012(1—01)(1—02)]+C1[w22(1—01)2
~wy(1-01)(1-0)]},
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A=wy wy-wirwy, [P] jest macierza wspotczynnikow
Peusnera P;; (i, j € {1, 2, 3}).

Wspdlczynniki Peusnera Ry, L, Hyj, Wi, S Nij, Kj;
lub P; (i, j € {1, 2, 3}) wystepujace w sieciowej posta-
ci rownan K-K dla jednorodnych ternarnych roztwo-
réw nieelektrolitow sa elementami macierzy trzeciego
stopnia odpowiednio [R], [L], [H], [W], [S], [N], [K]
i [P]. W pracach Batko et al. sieciowe postaci réwnan
Kedem-Katchalsky’ego (K-K) zawierajace wspolczyn-
niki Peusnera le, L,], Hz]’ le, S,], N,], KI] lub Pl] (1,_] €
{1, 2, 3}) zastosowano do opisu transportu ternarnych
roztworéw nieelektrolitéw w warunkach jednorodno-
$ci roztwordéw oraz zaprezentowano zaleznosci tych
wspolczynnikow od $redniego stezenia jednego sklad-
nika roztworu w membranie (C;) przy ustalonej warto-
éci drugiego (C,) [14-21]. W pracach tych rozwazono
przypadek dwukierunkowego dwuportu termodyna-
miki sieciowej Peusnera dla trzech bodzcow i trzech
strumieni. Ow dwuport jest rozwinieciem klasycznego
dwuportu Peusnera i ma pojedyncze wejscia dla prze-
plywu J, i sprzezonej z nim sily A@=AP-Am-Am,
przeptywu J; i sprzezonej z nim sity Am,/C, oraz prze-
plywu J,, i sprzezonej z nim sity Am,/C, [14-21].

Korzystajac z algebry macierzy, mozna obliczy¢ wy-
znaczniki macierzy [R], [L], [H], [W], [S], [N], [K] i [P],
ktore s3 miarg macierzy wspétczynnikéw Peusnera Rj;,
Ll]’ H,], le, Sl]’ N,], KI] lub Pl] (l,_] (S {1, 2, 3}) [14—21, 30]
W pracach Batko et al. przedstawiono wyniki obli-
czen wyznacznikow macierzy [R], [L], [H], [W], [S],
[N], [K] i [P] [14-21]. W przypadku macierzy [R] jej
wyznacznik mozna obliczy¢, korzystajac z wyrazenia
det [R] = Ry(RyR33-Rp3R3) + Rip(RysR3-RyR3) +
Ri3(Ry1R3p—RpR3;) [14]. Uwzgledniajagc w tym rowna-
niu wyraienia dla Rll’ RIZ’ R13, R21, R22, R23, R31, R32 i R33
przedstawione pod réwnaniem (1), otrzymujemy:

_ Lpawll{Lp€2(1 - Uz)z[Lpéz(l - 02)2 +2wy]+ a)zzz}

_ 01 Dyy — D)Wy,

det[R] —
L])CICZ

(9)

Z kolei wyznacznik macierzy [L] mozna obliczy¢,
korzystajac z wyrazenia det [L] = Ly;(LyLs3-LysLsp) +
L1p(LysLsi=La1Ls;) + Lys(LyiLsa—LysLsy), uwzgledniajac
wyraienia dla Lll) le, L13, Lz], L22, L23, L31, L32 i L33
przedstawione pod réwnaniem (2) [15]. Stosunkowo
proste operacje algebraiczne prowadza do réwnania:

det[L]= Lpaéz(wnwzz — W, 0y)) (10)

Wyznacznik macierzy [H] mozna obliczy¢, ko-
rzystajac z wyrazenia det [H] = Hy(Hy;,Hs3-HpHs,) +
Hy»(Hy3Hs~HyHs) + His(HyHso-HaoHy) [16].

Stosunkowo nieskomplikowane operacje algebra-
iczne na tym wyrazeniu, po uwzglednieniu formut ma-
tematycznych dla Hn, H12, H13, H21, H22, H23, H31, H32
i H33 przedstawionych pod réwnaniem (3), daja:

det[H]=C\C,a; +Cy(1- o))y + Ci (1= o) az] (11)
gdzie: “1=(w11w22—w21w12)Lp_1,
=w,(1-07)-w5(1 0y),
3=y (1-01)-w;1(1-03).

Z algebry macierzy wynika, ze algorytm stuzacy
do obliczania wyznacznika macierzy [W] ma postaé
det[W]=Wii(WaWss-Wos Wiy) + Win(Wps W3- Wy W)
+ W13(W21W32—W22W31) [17] Postaé matematycz—
na wystepujacych w tym wyrazeniu wspoélczynnikoéw
Wi, Wiz, Wiz, Wap, Waa, Was, Wiy, Wiy i Wis jest wy-
szczegdlniona pod réwnaniem (4). Stosunkowo proste
przeksztalcenia umozliwiajg otrzymanie nastepujacego
wyrazenia:

det[V]

Z kolei wyznacznik macierzy [S] mozna obliczy¢,
korzystajac z wyrazenia det [S] = 8§11(822533-523532) +
$12(823831=-821531) + S13(821532-82,831) [20]. Uwzglf;dnia-
jac w tym wyrazeniu, przedstawione pod réwnaniem

det[S]=—2

Colw,, + Lp€2 (1-0)°T

L Cz[wnz Wy + ZLpawnwzz(l_ 0)’ +Lpz azwzz (1- 02)4]

(12)

(5) formulki dla Si1, S12, S13, a1 S22, 8235 S315 S321 833
oraz wykonujac stosunkowo proste operacje algebraicz-
ne, mozna otrzymac nastepujace rownanie:

(13)

Wyznacznik macierzy [N] mozna obliczy¢, ko-
rzystajac z wyrazenia det [N] = Nj;(N22N33—NpN3p) +
Ni32(N23N3 =Ny N3p) + Ni3(NpiN3p—NpN3p), w ktorym
wsp(')lczynniki Nll) N12, N13, Nz], sz, N23, N31, N32 i N33
sg przedstawione formulami wyszczegdlnionymi pod
réwnaniem (5) [18]. Stosunkowo proste operacje alge-
braiczne pozwalaja otrzymac nastepujace rdwnanie:

Clw;, + L,fl(l -o)’P

C. _
det[N]= I a)z —[wy +L,C,(1 - 02)2] (14)
»@1t

Z kolei wyznacznik macierzy [K] mozna obli-
czy¢ w analogiczny sposob jak wyznaczniki macierzy
[R], [L], [H], [W], [S] i [N], korzystajac z wyrazenia
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det [K] = Ki1(K»K33-Ky3Ks,) + Kip(KpsKs-K;Ks,) +
Ki3(K21K5,-K5,K3,) oraz uwzgledniajac wyrazenia dla
Kll’ K12, K13, KZI) Kzz, K23, K31, K32 i K33 przedstawione
pod réwnaniem (7). Otrzyma sie wtedy:

G
_ +LC 1-0 15
I a)22C2 [y, 1 1) ] (15)

det[K]=

det[P]=
162

gdzie: yr=w11(1-02)-w5(1-0y),
)’126022(1—_01)—6021(1—02); .
E:A+Lp{cz(1—02)[6011(1—02)—6012(1—01)]+C1(1—01)
[@35(1-01)~wy (1-02)]},

A=w1105-w12021,

Wykorzystujac réwnania (9)-(16), obliczymy za-
leznosci det[R] = f(C])C2 —const.> Q€tLL] = F(C)a, —eonst.>
det[ ] = f(Cl)Cz—comt > det[ ] = f(Cl)Cz—wmt >
det[ ] f(Cl)C =const.’ det[ ] f(Cl)C =const.’ det[ ]
=f (C])C2 —eonst.» det[P] = f (CI)C2 —eons;. dla membrany
polimerowej Nephrophan i roztworéw nieelektrolitow
zawierajacych rozpuszczalnik (wode) i rozpuszczone
w nim dwie substancje oznaczone ,,17 i ,,2”. Celem ba-
dan jest ocena wlasciwosci transportowych membrany
polimerowej dla ternarnych roztwordéw nieelektrolitow
poprzez obliczenie wyznacznikéw macierzy wspoél-
czynnikéw Peusnera Ry, Ly, Hy, Wy, Sy Ny, Kjj lub Py,
(i, j € {1, 2, 3}) wyrazonych przez roéwnania (9) - (16).
Nalezy zauwazy¢, ze z uwagi na to, Ze zarowno C, >0,
jak i C, > 0 to rozwigzania réwnan (9) - (16) znajda
sie jedynie w pierwszej ¢wiartce odpowiedniego ukltadu
wspotrzednych.

Wyniki i omdwienie

Zgodnie z procedura wykorzystywang w pracach
Batko et al., na podstawie wyrazen (9)-(16), obliczo-
no wartosci det [R], det [L], det [H], det [W], det [S],
det [N], det [K] i det [P]. [14-21]. Owe obliczenia wy-
konano dla membrany polimerowej Nephrophan i roz-
tworéw ternarnych skladajacych sie z rozpuszczalnika
(wody), substancji oznaczonej indeksem ,,1” i substan-
¢ji oznaczonej indeksem ,,2”. Do obliczen przyjeto na-
ste;pu]qce zalozenia:

stezenie substancji ,,1” w przedziale h zmienia si¢ w za-

kresie od C;,= 1 mol m~ do C;;, = 1001 mol m™3;

- stezenie substancji ,2” w przedziale h jest state i wy-
nosi Cy, = 201 mol m=3;

- stezenie substancji,, 17 1,,2” znajdujacych si¢ w prze-
dziale 1 jest stale i wynosi C;;= C; =1 mol m=.

W réwnaniach (9)-(16) wystepuja wspolczynniki:
przepuszczalnodci hydraulicznej (L,), odbicia (0}, 03),
przepuszczalnoséci dyfuzyjnej (w1, wy, wy, wyy) oraz
tzw. Srednie stezenia sktadnikdéw roztworu ,1” i ,,2”

L,
E3 == 4+ L, [(1- 0)yC, +(1-

Réwniez i wyznacznik macierzy [P] mozna obliczy¢,
korzystajac z algebry macierzy. Uwzgledniajac w row-
naniu det [P] = Py;(PP33-P,3P3;) + Piy(Py3P31-P2 P3y)
+ Py3(P21P3;—Py,P31) wyrazenia dla Py, Py, Pis, Pay, P,
Py, P54, P53, i P35 przedstawione pod réwnaniem (8) oraz
wykonujgc stosunkowo proste operacje algebraiczne,
otrzymujemy:

(72)72(_?2)]}2 (16)

w membranie (C;, C,), ktére ze stezeniami Cy;,, Cy,
Con i Cy s3 zwigzane za pomocg nastepujacych wyra-

zen: Cl (Cip = C)In (CCyHI i Cz (Con - Cy)
[In (CyCyh)]™'. Do obliczen przyjeto stale wartoéci
WSPélCZynnikéW LP’ 01, 03, W11, Wy, Wo1 1 W1y LP =49 X

x 102 m3N-'s"!, g, = 0,068, 0, = 0,025, w;; = 0,8 X
x 10 mol N7, w;, = 0,81 x 103 mol N-ls!
iwy=143x%x10"° mol N's'i wy; = 1,63 X 1072 mol
N-'s7l. Dane te zostaly zaczerpniete z pracy Sle-
zaka [31].

Wyniki obliczen zaleznosci det [R], det [L], det [H],
det [W], det [S], det [N], det [K] i det [P] od $rednie-
go stezenia jednego skladnika roztworu w membranie
(C)) przy ustalonej wartosci drugiego (C,) przedstawio-
no na ryc. 1-8. Na ryc. 1 przytoczono, przedstawione
w pracy [14] wyniki obliczen det[R] = £(C,) & —consy, 112
podstawie réwnania (9). Z przebiegu krzywej przedsta-
wionej na tej rycinie wynika, ze wraz ze wzrostem C,
warto$¢ det [R] maleje hiperbolicznie. Nalezy zazna-
czy¢, ze warto$¢ det [R] mozna réwniez obliczy¢, stosu-
jac zasady znane z algebry macierzy, a mianowicie sto-
sujac bezposrednio wzdr det [R] = Ry;(Ry;R33—Rp3R3)
+ Rip(Ry3R31-R;1R33) + Ris(Ry1R3-RypR3;). Zaleznosci
WSpélCZYnnikéW Rll’ R12> R13, R21, Rzz, R23, R31, R32
i Rs; od $redniego stezenia jednego skladnika roztwo-
ru w membranie (C,) przy ustalonej wartoéci drugiego
(C,) przedstawiono w pracy Batko et al. [14].

Na ryc. 2 przedstawiono wyniki obliczen det[L] =
= 1(C, ), =consr.» WyKonane na podstawie rownania
(10). Z przebiegu zaleznosci przedstawionej na tej ry-
cinie wynika, ze wraz ze wzrostem C, warto$¢ det [L]
roé$nie liniowo. Nalezy zaznaczy¢, ze warto$¢ det [L]
mozna réwniez obliczy¢, stosujac algorytm znany z al-
gebry macierzy, a mianowicie stosujac bezposrednio
wzor det [L] = Ly(LyLss—LasLs;) + Lip(LysLs—LayiLss)
+ Ly3(Ly1Lsr-LyyLs;), uprzednio obliczajac zaleznosci
WSpéICZYnnikéW le le, L13, Lz], Lzz, L23, L31, L32 iL33 od
$redniego stezenia jednego sktadnika roztworu w mem-
branie (C,) przy ustalonej wartosci drugiego (C,). Owe
zaleznosci przedstawiono w pracy Batko et al. [15].

Ryc. 3 ilustruje rezultaty obliczen det[H] =
= f (6’1)52 —eons. Wykonanych na podstawie réwnania
(11). Z przebiegu krzywej przedstawionej na tej rycinie
mozna wnioskowaé, ze wraz ze wzrostem C; warto$é
det [H] ro$nie nieliniowo. Krzywa zamieszczona na tej
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Ryc. 1. Graficzna ilustracja zaleznosci det [R] = f(C))¢, _,,,y. dla roztworéw sktadajacych si¢ z rozpuszczalnika i dwéch sub-
stancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami ,1” i ,,2”. Stezenie substancji oznaczonej indeksem ,,2” bylo state. Warto$ci
wspolczynnika det [R] obliczono na podstawie rownania (9) [14]

Fig. 1. Graphic illustration of dependence det [R] = f(C)), _,,,. for solutions consisting of solvent and two dissolved substanc-
es labeled with two indexes “1” and “2”. The concentration of substance “2” was constant. Values of the coefficient det [R] were
calculated based on equation (9) [14]
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Ryc. 2. Graficzna ilustracja zaleznoéci det [L] = f(C))g, . dla roztworéw sktadajacych sie z rozpuszczalnika i dwéch sub-
stancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami ,,17 i ,,2”. Stezenie substancji oznaczonej indeksem ,,2” byto state. Wartosci
wspolczynnika det [L] obliczono na podstawie réwnania (10)

Fig. 2. Graphic illustration of dependence det [L] = f(C)) Cy=const. for solutions consisting of solvent and two dissolved substanc-
es labeled with two indexes “1” and “2”. The concentration of substance “2” was constant. Values of the coefficient det [L] were
calculated based on equation (10)
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dla roztworéw skfadajacych si¢ z rozpuszczalnika i dwoch sub-

stancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami ,,1” i ,,2”. SteZenie substancji oznaczonej indeksem ,,2” byto state. Wartosci

wspotczynnika det [H] obliczono na podstawie réwnania (11)

Fig. 3. Graphic illustration of dependence det [H] = f(C\)¢, . for solutions consisting of solvent and two dissolved sub-
stances labeled with two indexes “1” and “2”. The concentration of substance “2” was constant. Values of the coefficient det [H]

were calculated based on equation (11)

rycinie jest pétparabolg i podobnie jak w poprzednio
opisywanych przypadkach mozna jg obliczy¢, réwniez
stosujac reguly algebry macierzy, a mianowicie stosu-
jac bezposrednio wzér det [H|=H,,(HyxHs3-Hy3Hs) +
H\y(H3H31-H, Hss) + Hi3(Hy Hs—HyyHay ). Zaleznosci
WSpélCZYHnikéW Hll> H12, H13, H21, H22, H23, H31, H32
i H3; od $redniego stezenia jednego sktadnika roztwo-
ru w membranie (C,) przy ustalonej wartoéci drugiego
(C,) przedstawiono w pracy Batko et al. [16].

Na ryc. 4 przedstawiono wyniki obliczen det[W] =
= f(C) G, —cons;, WYKONane na podstawie réwnania (12).
Z przebiegu zaleznosci przedstawionej na tej rycinie wy-
nika, ze wraz ze wzrostem C,, przy ustalonym C,, war-
tos¢ det [W] zwieksza si¢ liniowo. Oznacza to, ze zalez-
noé¢ det[W] = 1(C)) &, —cons, M@ podobny charakter jak
przedstawiona naryc. 2 zalezno$¢ det[L] = f(C))g, _ons.-
Z porédwnania rycin 2 i 4 wynika jednak, ze wymie-
nione zaleznoéci roznig si¢ jednostkami i warto$ciami
wyznacznikéw: wartosci det [W] sg o 37 rzedow wiel-
kosci mniejsze od wartosci det [L]. Wartosci det [W]
mozna roéwniez obliczy¢, stosujac bezposrednio wzor
det[W]=Wi (W W33= Wy Wi) + Win(Wos Wi - W) Wis)
+ Wi3(Wy Wa— Wy, W3) po uprzednio obliczonych licz-
bowych zaleznosci wspotczynnikéw Wiy, Wiy, Wis, Way,
Waz, Was, Wiy, Wi 1 Wi; od $redniego stezenia jedne-
go sktadnika roztworu w membranie (C,) przy ustalonej
warto$ci drugiego (C,).

Wyniki obliczent det[S] = 7(C))g, s> Otrzyma-

nych na podstawie réwnania (13), przedstawiono na
ryc. 5. Krzywa zamieszczona na tej rycinie pokazuje,
ze wraz ze wzrostem C; warto$¢ det [R] maleje hiper-
bolicznie. Ksztalt owej krzywej jest podobny do krzy-
wej ilustrujacej zalezno$¢ det[R] = f(C))g, —cons.-
Przywolane krzywe rdznig sie jednostkami i warto-
$ciami det [S] i det [R] dla tych samych wartosci C;
i C,. Analogicznie jak poprzednie wyznaczniki, det [S]
mozna roéwniez obliczy¢ bezposrednio na podstawie
wzoru: det [S] = §11(822533-523532) + $12(823831-521533)
+ 813(821832-822531), wyliczywszy uprzednio zaleznosci
wspélczynnik(')w Slla 812’ 813, Sz], Szz, 823, S31, S32 i S33 od
$redniego stezenia jednego skfadnika roztworu w mem-
branie (C,) przy ustalonej wartoéci drugiego (C,).

Na ryc. 6 przedstawiono wyniki obliczen det[N] =
= f (a)gzzwm na podstawie réwnania (14). Krzywa
przedstawiona na tej rycinie pokazuje, ze wraz ze wzro-
stem C; warto$¢ det [N] maleje hiperbolicznie. Ksztalt
owej krzywej jest podobny do krzywych ilustrujacych za-
leznosci det[R] = f(C))g, _on. 14etIS] = f(C), —consr.
Przywotane krzywe réznig si¢ jednostkami i warto$cia-
mi det [N], det [S] i det [R] dla tych samych warto$ci
C, i C,. Nalezy zaznaczy¢, ze jesli znane sg stezeniowe
zaleznosci wspdtczynnikow Nyj, Ny, Niz, Naj, N,
Ny, N3j, N3y i Nas, to zasady znane z algebry macie-
rzy umozliwiaja obliczenie det [N] bezposrednio wzor
det [N] = N11(N32N33-N33N35) + Nip(N2sN3 —Np Nss) +
N13(N21N32—N22N31). Zaleznosci WSPélCZYnnikéW Nll>
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Ryc. 4. Graficzna ilustracja zaleznosci det [W] = f(C))g, —,,,,. dla roztworéw sktadajacych sie z rozpuszczalnika i dwoch sub-
stancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami ,,17 i ,,2”. Stezenie substancji oznaczonej indeksem ,,2” byto state. Wartosci
wspolczynnika det [W] obliczono na podstawie réwnania (12)

Fig. 4. Graphic illustration of dependence det [W] = /(C))g, _,,,,. for solutions consisting of solvent and two dissolved sub-
stances labeled with two indexes “1” and “2”. The concentration of substance “2” was constant. Values of the coefficient det [W]
were calculated based on equation (12)
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Ryc. 5. Graficzna ilustracja zaleznosci det [S] = f(C))z, _,,,. dla roztworéw sktadajacych sie z rozpuszczalnika i dwoch substan-
¢ji rozpuszczonych oznaczonych indeksami ,, 17 i ,,2”. Stezenie substancji oznaczonej indeksem ,,2” byto state. Wartos$ci wspot-
czynnika det [S] obliczono na podstawie réwnania (13)

Fig. 5. Graphic illustration of dependence det [S] = /(C))z,_,,,,. for solutions consisting of solvent and two dissolved substanc-
es labeled with two indexes “1” and “2”. The concentration of substance “2” was constant. Values of the coefficient det [S] were
calculated based on equation (13)
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Ryc. 6. Graficzna ilustracja zaleznoéci det [N] = f(C))z _,,,. dla roztworéw sktadajacych si¢ z rozpuszczalnika i dwoch sub-
stancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami ,, 17 i ,,2”. Stezenie substancji oznaczonej indeksem ,,2” byto state. Wartosci
wspolczynnika det [N] obliczono na podstawie rownania (14)

Fig. 6. Graphic illustration of dependence det [N] = f(C))z,_,,,. for solutions consisting of solvent and two dissolved sub-
stances labeled with two indexes “1” and “2”. The concentration of substance “2” was constant. Values of the coefficient det [N]

were calculated based on equation (14)
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Ryc. 7. Graficzna ilustracja zaleznosci det [K] = f(C))g, . dla roztworéw sktadajacych si¢ z rozpuszczalnika i dwéch sub-
stancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami ,,1” i ,,2”. Stezenie substancji oznaczonej indeksem ,,2” byto state. Warto$ci
wspotczynnika det [K] obliczono na podstawie rownania (15)

Fig. 7. Graphic illustration of dependence det [R] = f(C}) Cy=const. for solutions consisting of solvent and two dissolved sub-
stances labeled with two indexes “1” and “2”. The concentration of substance “2” was constant. Values of the coefficient det [N]

were calculated based on equation (15)
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Ryc. 8. Graficzna ilustracja zaleznosci det [P] = f(C))¢, ., dla roztworow sktadajacych sie z rozpuszczalnika i dwoch sub-
stancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami ,,17 i ,2”. Stezenie substancji oznaczonej indeksem ,,2” byto state. Wartosci

wspolczynnika det [P] obliczono na podstawie réwnania (16)

Fig. 8. Graphic illustration of dependence det [P] = f(C))z,_,,,. for solutions consisting of solvent and two dissolved substanc-
es labeled with two indexes “1” and “2”. The concentration of substance “2” was constant. Values of the coefficient det [P] were

calculated based on equation (16)

N12, N13, N21, sz, N23, N31, N32 i N33 od éredniego Stqie-
nia jednego sktadnika roztworu w membranie (C,) przy
ustalonej wartosci drugiego (C,) przedstawiono w pra-
cy Batko et al. [19].

Ryc. 7 ilustruje rezultaty obliczen det[K] =
f(C) G =consr, WYkonanych na podstawie rownania
(15). Z przebiegu krzywej przedstawionej na tej ryci-
nie wynika, ze wraz ze wzrostem C, warto$¢ det [K]
ro$nie nieliniowo oraz Ze krzywa zamieszczona na
tej rycinie jest pdlparabolg i lezy w pierwszej ¢wiart-
ce ukladu wspdtrzednych. Ksztalt owej krzywej jest
podobny do krzywej ilustrujacej zaleznos¢ det[H] =
= f(C )¢, —consr. | Przedstawionej na ryc. 3. Przywola-
ne krzywe roznig sie jednostkami i wartosciami det [K]
i det [K] dla tych samych wartosci C, i C,. Analogicznie
jak w poprzednio omawianych przypadkach, det [K]
mozna rowniez obliczy¢, stosujac bezposrednio wzor
det [K] = Ki1(Kp2K33-Ky3K3;) + Kip(KpsKs,-K51Ks3) +
K13(K21K32—K22K31). Zaleznosci wsp(’)lczynnik(')w Kll’
KIZ) K13, K21, Kzz, K23, K31, K32 i K33 od s'redniego Stqie-
nia jednego sktadnika roztworu w membranie (C,) przy
ustalonej wartosci drugiego (C,) przedstawiono w pra-
cy Batko et al. [20].

Na ryc. 8 przedstawiono wyniki obliczen det[P] =
= £(C, ), =consr. Wykonane na podstawie réwnania (16).
Z przebiegu krzywej przedstawionej na tej rycinie wyni-

ka, ze wraz ze wzrostem C; warto$¢ det [P] maleje hiper-
bolicznie. Ksztalt owej krzywej jest podobny do krzy-
wych ilustrujacych zaleznosci det[R] = f (6‘1)52 const.?
det[S] = f(C1)52=c0nst. ldet[N] = f(Cl)@:conxtﬁ Przy—
wolane zalezno$ci réznig si¢ jednostkami i warto$cia-
mi det [P], det [N], det [S] i det [R] dla tych samych
wartosci C; i C,. Nalezy zaznaczy¢, ze jeéli znane s3
stezeniowe zalezno$ci wspotczynnikow Pyy, Py, Pis,
P,1, Py, Py, P31, P3, i P33 0d $redniego stezenia jedne-
go sktadnika roztworu w membranie (C,) przy ustalo-
nej wartoéci drugiego (C,), to det [P] mozna réwniez
obliczy¢, stosujac wzor det [P] = Pyy(PypPs3—Pa3Ps)
P15(Py3P31-P21P33) + Pi3(P21P3-PyPy).

Zalezno$ci det[R] = f (CDE, =const.> det[S]
= f(ic'l)g‘zq*onstﬁ det[N] = f(Cl)fz =const.” det[P] =
= f(C)&,—cons. 5@ hiperbolami lezacymi w pierwszej
¢wiartce odpowiednich uktadéw wspotrzednych.

Zaleinoéci det[L] = f (6’1)52 ceony, 1 det[W] =
= f(C)& cons. Sa zalezno$ciami liniowymi, usytu-
owanymi w pierwszej ¢wiartce odpowiednich ukladéw
wspotrzednych.

Zaleznoéci det[H] = f(a)@:wm;. i det[K] =
= f(C)& —cons. $3 POlparabolami znajdujgcymi sie
w pierwszej ¢wiartce odpowiednich ukladéw wspot-
rzednych.

+
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