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Sieciowa postac¢ rownan Kedem-Katchalsky’ego
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Streszczenie

Wprowadzenie. Termodynamika sieciowa Peusnera (PNT) umozliwia symetryczng lub hybrydowa transformacje réwnan
transportu membranowego. W przypadku réwnan Kedem-Katchalsky’ego (K-K) owe transformacje daja sieciowa postaé
tych réwnan, zawierajacg nowe typy wspodtczynnikéw, ktére mozna obliczy¢ na podstawie wyznaczonych doswiadczalnie
parametréw transportowych, tj. wspoétczynnikéw przepuszczalnosci hydraulicznej (L,), przepuszczalnosci solutu (w) i odbicia
(0). W przypadku ternarnych i jednorodnych roztworéw nieelektrolitow wynikiem transformacji s3 dwie symetryczne i sze§¢
hybrydowych sieciowych réwnan K-K. Symetryczne postaci sieciowych réwnan K-K zawierajg wspotczynniki Peusnera R;;
lub L;, a hybrydowe — wspotczynniki Peusnera Hy;, Ny, Kij, Pyj, S;jlub W

Cel. Wyprowadzenie sieciowej postaci réwnan K-K dla jednorodnych ternarnych roztworédw nieelektrolitéw zawierajacej
wspoétczynniki Peusnera R;; (i, j € {1, 2, 3}) wystepujace w macierzy trzeciego stopnia [R]. Ocena wlasciwosci transportowych
membrany przy pomocy wspdélczynnikéw Peusnera R, wyznacznika macierzy [R], minoréw przynaleznych do elementow
Ry, ilorazéw Rj/det [R] oraz ilorazéw det [R]/det [R].

Material i metody. Materiatem badawczym byla membrana hemodializacyjna z octanu celulozy (Nephrophan) o znanych
parametrach transportowych dla wodnych roztworéw glukozy i etanolu. Narzedziem badawczym jest formalizm PNT oraz
réwnania K-K dla ternarnych roztworéw nieelektrolitow.

Wyniki. Przedstawiono sieciowa posta¢ réwnan K-K dla roztworéw ternarnych, otrzymang przy pomocy symetrycznych
transformacji sieci termodynamicznych Peusnera. Otrzymane réwnania zastosowano do interpretacji transportu roztworéw
nieelektrolitow, sktadajacych sie z rozpuszczalnika i dwoch substancji rozpuszczonych. Obliczono zaleznoéci wspoélczyn-
nikéw Peusnera R;; (i, j € {1, 2, 3}) oraz det [R] od $redniego stezenia jednego skladnika roztworu w membranie (C) przy
ustalonej wartosci drugiego (C,) w warunkach jednorodnosci roztworéw. Obliczono takze zalezno$ci minoréw przynalez-
nych do elementéw Ry, ilorazéw R;i/det [R] oraz ilorazéw det [R;]/det [R] od $redniego stezenia jednego sktadnika roztworu
w membranie (C,) przy ustalonej wartosci drugiego (C,).

Whiosek. Sieciowa posta¢ réwnan K-K zawierajaca wspotczynniki Peusnera R;; (i, j € {1, 2, 3}) jest nowym narzedziem nada-
jacym sie do badania transportu membranowego. Wykonane obliczenia pokazaly, ze warto$¢ wspdtczynnikéw Ryy, Rpp, Rao, Ros
i Ry3 jest czuta na sklad i stezenie roztworéw rozdzielanych przez membrane polimerowa (Polim. Med. 2013, 43, 2, 93-102).

Stowa kluczowe: transport membranowy, termodynamika sieciowa Peusnera, réwnania Kedem Katchalsky’ego, wspélczyn-
niki Peusnera, roztwory ternarne.

Summary

Introduction. Peusner’s network thermodynamics (PNT) enables symmetrical or hybrid transformation of membrane trans-
port equations. For Kedem-Katchalsky equations (K-K) these transformations create the network form of these equations
that contain new types of coefficients which can be calculated from the experimentally determined transport parameters, such
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as hydraulic permeability coefficient (L,), solute permeability (w) and reflection (o). For ternary and homogeneous solutions
of non-electrolytes, transformations result in two symmetrical and six hybrid K-K network equations. The symmetrical forms
of K-K network equations contain Peusner’s coefficients R;; or Ly, whereas hybrid forms of K-K network equations contain
Peusner’s coefficients Hy;, Ny, Ky, Pyj, S;j or W,

Purpose. Derivation of network form of KK equations for homogeneous ternary solutions that contain nonelectrolytes
Peusnera ratios R;; (i, j € {1, 2, 3}) presented in the third-order matrix [R]. Evaluation of transport properties of the mem-
brane using Peusner’s coefficients R;, the determinant of the matrix [R], somber elements belonging to R;;, quotients R;;/det
[R] and quotients det [R;]/det [R].

Materials and methods. A cellulose acetate hemodialysis membrane (Nephrophan) of known parameters for transport of
aqueous glucose and ethanol solutions of was a research material. The PNT formalism and K-K equation for ternary non-
electrolyte solutions were a research tool in this paper.

Results. The network form of K-K equations for ternary solutions was presented, that was obtained using the symmetric
transformation of Peusner’s thermodynamic networks. The resulting equations were used to interpret the transport of non-
electrolytes solutions consisting of solvent and two solutes. We calculated dependences of Peusner’s coefficients R;; (i, j € {1,
2, 3}) and det [R] from the average concentration of one component of solution in the membrane (C,) with a constant value
of a second component (C,) in conditions of solutions homogeneity. We also calculated dependencies of minors belonging
to the elements R, the quotients R;/det [R] and quotients det [R;]/det [R] on the average concentration of one component
of solution in the membrane (C,;) at a constant value of the second component (C,).

Conclusion. Network form of K-K equations containing Peusner’s coefficients R;; (i, j € {1, 2, 3}) is a novel tool suitable for
the examination of the membrane transport. The presented calculations showed that the values of coefficients R;;, Ry, Ry,
Ry; and Ry; are sensitive to the composition and concentration of the solutions separated by a polymer membrane (Polim.
Med. 2013, 43, 2, 93-102).

ij>

ij>
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Wstep

Idea termodynamiki sieciowej Peusnera (Peusner’s
Network Thermodynamics, PNT), przedstawiona w la-
tach 70. ubieglego wieku, jest oparta na termodynamice
nierownowagowej oraz teorii obwodow elektrycznych
[1, 2]. W latach 80. ubieglego wieku Peusner owg ideg
rozwinal, aplikujac koncepcje PNT do ukladéw prze-
twarzajacych energie, ukladoéw i procesdéw membrano-
wych, ruchéw Browna, reakeji chemicznych, elektroma-
gnetyzmu oraz topologicznego modelowania muzyki
[3-12]. Peusner zaprezentowal sposoby symetrycznej
i hybrydowej transformacji réwnan Onsagera oraz row-
nan Kedem-Katchalsky’ego (K-K) [3,4,6]. W ostatnich
latach podejmowane sg tez préby aplikacji PNT, m. in.
do opisu transportu membranowego w warunkach po-
laryzacji stezeniowej [13].

Slezak pokazal, ze symetryczng i hybrydows siecio-
wa posta¢ rownan K-K mozna zastosowaé do obliczen
wspotczynnikéw Peusnera Ry, Lj, Hj; oraz Pj dla binar-
nych roztwordw nieelektrolitow (i, j € {1, 2}), transpor-
towanych przez membrane polimerowa w warunkach
ich jednorodnosci [2]. Warto$¢ owych wspdtczynnikow
jest uzalezniona od parametréw transportowych mem-
brany, takich jak wspotczynniki: przewodnictwa hydrau-
licznego (L,), odbicia (o) i przepuszczalnosci dyfuzyjnej
substancji rozpuszczonej (w) oraz $redniego stezenia
roztworéw (C). Ta ostatnia wielko$¢ dla binarnych roz-
twordéw nieelektrolitow, zostala zdefiniowana przez O.
Kedem i A. Katchalsky’ego w drugiej polowie ubiegtego
wieku [15]. Posta¢ owej definicji jest nastepujaca

—1
C=(G,~C)|In gh

1

(1)

Gdzie: Cy i C; (G > C)) sg stezeniami roztwordw.
W szczegolnym przypadku, tj. dla roztworéw, ktdrych
stezenia nie r6znig si¢ zbytnio o siebie, czyli dla matych
(Cy— (), réwnanie (1) mozna zapisaé w postaci [15]

=1
C~5(C,+C) 2)

Rezultaty obliczen przedstawione przez Slezaka
dla binarnych roztworéw nieelektrolitow wskazuja, ze
warto$¢ wspolczynnikdw Ry, Ly; i Hy; jest niezalezna
od C [2, 14]. Z kolei wartosci wspdtczynnikéw Ry, Py,
Ly, Ly, 1 Hy, rosng liniowo, a wspolczynnikdw Ry, i Py,
- malejg hiperbolicznie wraz ze wzrostem wartoéci C.
Z kolei wspétczynnik Hj, przyjmuje wartoéci ujemne,
malejace liniowo wraz ze wzrostem C , a wspotczynniki
Pyy i Py, — wartosci dodatnie, malejace liniowo wraz ze
wzrostem C . Nalezy zaznaczy¢, ze w tych obliczeniach
zastosowano wzor (2). W zwigzku z tym uzyskane wy-
niki obliczen WSp(’)ICZynnikéW Rll’ pll) le, Lzz, H22, R22,
Py, Hyy, Pyy i Py, dla Cp, >> C; sg nie w pelni poprawne.
Calkowicie poprawne wyniki obliczen wspétczynnikéw
Rjj macierzowych dla warunkéw jednorodnosci roztwo-
16w (Ry1, Ry, Ry, Ryy) i polaryzacii stezeniowej (Ry,
Ry, Ry, Ry') binarnych roztwordw nieelektrolitéw
przedstawiono w pracy [13].

Celem cyklu prac, ktéry rozpoczyna obecna praca,
jest rozwiniecie PNT na uktady membranowe, w kto-
rych transport ternarnych roztworéw nieelektrolitow
odbywa si¢ w warunkach jednorodnosdci roztworéw.
Konsekwencja tego dziatania bedzie sieciowa postaé
(dwie symetryczne i sze$¢ hybrydowych) réwnan K-K.
Symetryczna postaé sieciowych réwnan K-K dla ternar-
nych roztworéw nieelektrolitow zawiera wspdtczynniki
Peusnera R;; lub L;. Z kolei hybrydowa posta¢ sieciowych



TRANSPORT MEMBRANOWY

95

réwnan K-K dla ternarnych roztwordéw nieelektrolitow
zawiera wspélczynniki Peusnera Hy, Ny, Kj; Pjj, S; lub
Wi W zwigzku z tym kazda z prac bedzie poswiecona
jednemu z o§miu wymienionych tu wspdtczynnikow.

Obecna praca po$wigcona jest sieciowej posta-
ci réwnan K-K, zawierajacej wspodtczynniki Peusnera
R (i, j € {1, 2, 3}), jest zorganizowana nastepujgco.
W pierwszej czesci zostanie przedstawiona PNT trans-
portu membranowego w warunkach jednorodnosci
ternanrych roztwordw nieelektrolitéw oraz sposdb wy-
prowadzenia réwnan K-K przy pomocy symetrycznej
transformacji sieciowej, dla warunkéw jednorodnosci
roztworéw rozdzielanych przez membrane. W drugiej
czedci przedstawione zostang wyniki obliczen zalezno-
$ci wspdlczynnikéw Peusnera R;; wystepujacych w ma-
cierzy trzeciego stopnia [R], tj. zawierajacej trzy kolum-
ny i trzy wiersze oraz wyznacznika det [R] od $redniego
stezenia jednego sktadnika roztworu w membranie (C),
przy ustalonej warto$ci drugiego (C).

Ponadto zostang obliczone zalezno$ci minorow
przynaleznych do elementéw Ry, ilorazéw Rj/det [R]
oraz ilorazéw det [R;]/det [R] od $redniego steZenia
jednego sktadnika roztworu w membranie (C) przy
ustalonej wartosci drugiego (C). Obliczenia te majg na
celu okreslenie wlasciwosci transportowych membrany
polimerowej dla roztwordéw zawierajacych dwie sub-
stancje nieelektrolityczne. Prace konczg wnioski.

Opis transportu
membranowego w warunkach
jednorodnosci ternarnych
roztworow nieelektrolitow

Rozpatrzmy liniowy dwuport posiadajacy poje-
dyncze wejscia dla: strumienia J; i sprzezonej sily Xj,
strumienia J, i sprzezonej sity X, oraz dla strumienia
J5 1 sprzezonej sily X3. Zgodnie z PNT liniowy dwuport
mozna opisa¢ przy pomocy macierzowego réwnania
fenomenologicznego Onsagera z trzema niezaleznymi,
trzema zaleZnymi zmiennymi i wspétczynnikami R;; (i,
j € {1, 2}), a mianowicie [3]

J, L, L, L, X,
Jy =Ly Ly Ly X, (3)
J L., L, L X

3 31 31 33 3

Powyzsze rownanie mozna uzy¢ do wyprowadzenia
sieciowych rownan K-K dla ternarnych roztwordw nie-
elektrolitow przy pomocy symetrycznych transformacji
sieci termodynamicznych, podobnie jak to uczyniono
w pracach [6, 7].

W tym celu, podobnie jak w pracach Slezaka oraz

Kargola i wsp. rozwazmy transport membranowy

w ukladzie, w ktérym izotropowa, symetryczna, elektro-
obojetna i selektywna dla wody i rozpuszczonych w niej
substancji membrana (M) ustawiona w plaszczyznie
pionowej, rozdziela przedzialy (1) i (h) [2, 16, 17]. Owe
przedziaty wypelnione sa rozcieficzonymi i mieszanymi
mechanicznie roztworami tych samych substancji o ste-
zeniach w chwili poczatkowej Cyy, i Cy (Ci>Cyy k=1,
2). Zakladamy, ze roztwory sg jednorodne, zaréwno
w kazdym punkcie roztworéw jak i na powierzchni sty-
ku roztworéw z membrang. Dla uproszczenia obliczen,
rozwaza¢ bedziemy jedynie stacjonarne i izotermiczne
procesy transportu membranowego.

Zgodnie z formalizmem K-K wtasciwosci trans-
portowe membrany okreslone sg przez wspotczynniki
praktyczne: przepuszczalnosci hydraulicznej (L,), odbi-
cia (01, 0) 1 przepuszczalnosci substancji rozpuszczo-
nej (w1, Wy, Wy, wy2) [2,16,17]. Strumien objetosciowy
i strumienie substancji rozpuszczonych przez membra-
ne tradycyjnie oznaczymy odpowiednio przez J,, [ i /5.
Owe strumienie mozna opisa¢ przy pomocy réwnan
K-K dla ternarnych roztworéw nieelektrolitéw [16, 18,
19, 21]. W warunkach jednorodnosci roztworéw roz-
dzielanych przez membrane, ich klasyczna postaé jest
nastepujaca

J,=L, (AP—0 AT, —0,AT,) (4)
Ju= 0, AT, + 0,,AR, +J,(1-0,)C, 5)
Joy= 0, AT+ @, AT, +J, (1 - 0,)C, ©6)

gdzie: ], jest strumieniem objetosciowym, J;; 1 J;, sg stru-
mieniami substancji rozpuszczonych ,1” 1 ,2” przez
membrane w warunkach jednorodnosci roztwordw,
L, jest wspotczynnikiem przepuszczalnosci hydraulicz-
nej, a 0 i 0, — wspolczynnikami odbicia odpowiednio
substancji ,,17 i ,2”, w1 1 wy, s3 wspdlczynnikami prze-
puszczalnosci substancji ,,17 i ,2” generowanej przez
sity z indeksami ,,17 1 ,,2” oraz wy; i w,; — wspolczynniki
krzyzowej przepuszczalnosci substancji ,,17 1 ,2” gene-
rowanej przez sily termodynamiczne z indeksami ,,2”
i,17. AP = P, - P; jest roznica ci$nien hydrostatycz-
nych (Py, P; oznacza wyzsza i nizszg warto$¢ ci$nienia
hydrostatycznego), a Am = RT(Cyy, — Cyy) — rdznicy ci-
$nien osmotycznych (RT oznacza iloczyn stalej gazowej
i temperatury termodynamicznej, natomiast Cy, i Cy
(Crn > Cyy) sa stezeniami roztwordow, k = 1, 2). Cy = Cyy,
- C)[In(C,CyY)] ! - $rednie stezenie solutu w mem-
branie.

Aby dokona¢ transformacji réwnan K-K do postaci
zgodnej z rownaniem macierzowym (3), przeksztalci-
my réwnania (4)-(6) oraz odejmiemy A i Am, od lewej
i prawej strony rownania (4). W wyniku tych operacji
algebraicznych otrzymujemy

J,
AP— AT, —AT, = L‘ - (-0)Am,-(1-0,)An, (7)

D
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_Ja [P J, (1_0|)a
AT, = 0, o, AT, = O, (8)
A _ Ji2 _ (O A _ Ju (1_02)62 (9)
T= 5, ®,, T 5,

Przy pomocy stosunkowo prostych manipulacji al-
gebraicznych oraz korzystajac z réwnania (3), rownania
(7)-(9) mozna przeksztalci¢ do postaci

AP—ATm - AR, =R J, + R, J; +R ;5 J, (10)

WSpélCZYnniki Rll’ RIZ’ R13, R21, Rzz, R23, R31, R32
i R33 wystepujace w powyzszym réwnaniu bedziemy na-
zywaé wspotczynnikami Peusnera, natomiast [R] — ma-
cierzag wspélczynnikow Peusnera. Zgodnie z zasadami
termodynamiki sieciowej, w powyzszym réwnaniu sa
spelnione nastepujace relacje Ri, # Ry, Rj3 # R3; oraz
Ry; # R3, [3]. Ponadto, z rownan (13)-(21) wynika, ze
jedynie warto$¢ wspotczynnikoéw R, i R;; jest nieza-
lezna od stezenia. Obliczmy wyznacznik macierzy [R],
stosujac sie¢ do regul algebry macierzy [20]. Zgodnie
Z OWle regulami det [R] = Rll( R22R33 - R23R32) + RIZ(
Ry3R31 — Ry1R33) + Ris( RyR3; — RyyR3). Uwzgledniajac

20,, (1-6,)(1-
— s 20 dm0)d20) )
L,C\C, C,

Z uwagi na to, ze det [R] jest wyznacznikiem trze-
ciego stopnia, to posiada on dziewig¢ minoréw przyna-

AT
C S=RyJ,+ Ry J i+ RoyJ wyrazenia (13)-(21) otrzymujemy
! 11
(11) det [R1 = 211®22 ~ @@y
ATEZ et [ ] -
C =Ry J,+ Ry J+ Rz J
2 (12)
gdzie:
R _L_’_ (1-0,) Cloy + (1-06,)° C,0,, — (1-6,)(1 -6 )(C,0, - C0,)
11—
L

P 0 Wy — W, Wy

0y (1-0,)-0,(0-0))

R.=
. 0,00, =0, ®, (14)
R — 0y (1-0,) —0y,(1-0))
. 0,0, =W, O, (15)
R = 0,(l-0)-0,(0-0,)
. 0,00, =0, O, (16)
B Q55
2T
Cl (0)110‘)22_0‘)120‘)21) (17)
Wi,
Ry=- C
1((“)11(‘022_(“)12(‘021) (18)
_ Q55
31T~
Cl (0)110‘)22_0‘)120‘)21) (19)
R. = (1= 0)Cwy — (1~ 0,)Cy,
317 =
Gy (01,0, — w1, 0,) (20)
Ry=—— =
Co(W Wy =W, Wy) 1)

Powyzszy uklad réwnan (10)-(12), stanowiacy jed-
ng z postaci transformowanych réwnan K-K, opisuja-
cych transport ternarnych roztworéw nieelektrolitow
w warunkach ich jednorodnosci, mozna zapisa¢ w po-
staci réwnania macierzowego

AP — AT, — AT,

AT, Ry Ryn R; J, J,
a =Ry Ry Ry Ja |=[R1| Ja | (22)
Am, Ry Ry Ry J J

(13)

leznych do elementéw R;; (i, j € {1, 2, 3}). Owe minory
zestawiono w tabeli. Mozemy obliczy¢ ilorazy owych
minoréw i det [R] i/lub ilorazy elementéw przynalez-
nych R;; (i, j € {1, 2, 3}) i det [R].

Wyniki obliczen i dyskusja

Do obliczen wspotczynnikéw R;; wystepujacych
w macierzy [R], dla membrany polimerowej i roz-
tworéw ternarnych skladajacych sie z rozpuszczalnika
(np. wody), substancji z indeksem 1 (np. glukozy czy
sacharozy) i substancji z indeksem 2 (np. etanolu czy
metanolu), wykorzystamy rownania (13)-(21). Stezenie
substancji z indeksem 1 w przedziale h przyjmowalo
wartoéci od Cy, = 1 mol m do C;;, = 1001 mol m?.
Z kolei stezenie substancji z indeksem 2 w przedziale h
bylo stale i wynosito Cy, = 201 mol m™. Stezenie oby-
dwu sktadnikéw w przedziale I bylo stale i wynosito C,
= Cy =1 mol m>. W réwnaniach (13)-(21) wystepuja
wspdtczynniki przepuszczalnosci hydraulicznej (L),
odbicia (0}, 0,), przepuszczalnosci dyfuzyjnej (w;1, wa,
w1, W12) wyznaczane w warunkach jednorodnosci roz-
tworéw rozdzielanych przez membrang oraz tzw. $red-
nie stezenia sktadnikéw roztworu w membranie (C,,
C,).

Wspolczynniki te wyznaczono w poprzednich pra-
cach [2, 20] w serii niezaleznych eksperymentéw, w wa-
runkach jednorodnoéci roztwordéw rozdzielanych przez
membrane, korzystajac z procedury opracowanej przez
Aarona Katchalsky’ego i wsp. [2]. Warto$¢ tych wspoél-
czynnikéw dla membrany Nephrophan, ktéra jest ty-
powa selektywng membrang polimerowa z octanu ce-
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Ryc. 1. Graficzna ilustracja zaleznoéci Ry = f(CI)EZ — const.
dla roztworow skfadajacych si¢ z rozpuszczalnika i dwoch
substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami ,,1” 1 ,2”.
Stezenie substancji oznaczonej indeksem ,,2” byto stale.
Wartos$ci wspotczynnika R;; obliczono na podstawie réwna-
nia (13)

Fig. 1. Graphic illustration of dependence Ry, = f{C))g, -
const. for solutions consisting of solvent and two dissolved
substances labeled with two indexes ,,1” and ,,2”. The con-
centration of substance ,,2” was constant. Values of the coef-
ficient R;; were calculated based on equation (13)

~1,1640—
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T
S _ i
g 11644
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Z
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N
4
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~1,1650
T T T T T 1
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Ryc. 2. Graficzna ilustracja zaleznoséci Ry; = f(Cl)EZ = const.
dla roztworéw skladajacych sie z rozpuszczalnika i dwoch
substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami ,,17 1 ,,2”.
Stezenie substancji oznaczonej indeksem ,,2” bylo stale.
Wartosci wspoltczynnika R,; obliczono na podstawie row-
nania (16)

Fig. 2. Graphic illustration of dependence Ry; = f(t‘l)Ez -
const. for solutions consisting of solvent and two dissolved
substances labeled with two indexes ,,1” and ,,2”. The con-
centration of substance ,,2” was constant. Values of the coef-
ficient R,; were calculated based on equation (16)

R,,10°°[N s m’mol?]
2

o
[e)
1

o
[=)
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Ryc. 3. Graficzna ilustracja zaleznoéci Ry, = f((_:l)Ez = const.
dla roztworow skladajgcych sie z rozpuszczalnika i dwoch
substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami ,1” 1 ,2”.
Stezenie substancji oznaczonej indeksem ,,2” byto state.
Wartosci wspotczynnika R, obliczono na podstawie réwna-
nia (17)

Fig. 3. Graphic illustration of dependence Ry, = f(C)g, -
const. for solutions consisting of solvent and two dissolved
substances labeled with two indexes ,,1” and ,,2”. The con-
centration of substance ,,2” was constant. Values of the coef-
ficient R,, were calculated based on equation (17)
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Ryc. 4. Graficzna ilustracja zaleznoéci Ry; = f(Cl)EZ = const.
dla roztworéw sktadajacych si¢ z rozpuszczalnika i dwoch
substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami ,1” i ,2”.
Stezenie substancji oznaczonej indeksem ,,2” byto stafe.
Wartosci wspdlczynnika Ry; obliczono na podstawie réwna-
nia (18)

Fig. 4. Graphic illustration of dependence Ry3; = f(CI)EZ -
const. for solutions consisting of solvent and two dissolved
substances labeled with two indexes ,,1” and ,,2”. The con-
centration of substance ,,2” was constant. Values of the coef-
ficient R,; were calculated based on equation (18)
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Ryc. 5. Graficzna ilustracja zaleznosci Ry, = f(él)Ez — const.
dla roztworéw sktadajacych sie z rozpuszczalnika i dwéch
substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami ,,1” i ,2”.
Stezenie substancji oznaczonej indeksem ,,2” byto state.
Wartosci wspotczynnika R;; obliczono na podstawie row-
nania (19)

Fig. 5. Graphic illustration of dependence Ry = f{C)g, -
const. for solutions consisting of solvent and two dissolved
substances labeled with two indexes ,,1” and ,,2”. The con-
centration of substance ,,2” was constant. Values of the coef-
ficient R;; were calculated based on equation (19)
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Ryc. 6. Graficzna ilustracja zaleznosci det[R] = f(Cl)Ez = const.
dla roztwordéw sktadajacych sie z rozpuszczalnika i dwdch
substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami ,,17 i ,,2”.
Stezenie substancji oznaczonej indeksem ,,2” bylo stale.
Wartosci wspdtczynnika Ry, obliczono na podstawie réwna-
nia (23)

Fig. 6. Graphic illustration of dependence det[R] = f(C))¢,
= const. for solutions consisting of solvent and two dissolved
substances labeled with two indexes ,,1” and ,,2”. The con-
centration of substance ,,2” was constant. Values of the coef-
ficient R;; were calculated based on equation (23)
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Ryc. 7. Graficzna ilustracja zaleznosci R,,/det[R] = f(C))
Cy = const. dla roztworéw skladajacych sie z rozpuszczalnika
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171 2
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Fig. 7. Graphic illustration of dependence R, /det[R] =
SACL)C, = const. for solutions consisting of solvent and two
dissolved substances labeled with two indexes ,,1” and ,,2”
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Ryc. 8. Graficzna ilustracja zaleznosci R, /det[R] = f(C))
C, = const. dla roztworéw skladajgcych sie z rozpuszczalnika

i dwoch substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami
#1711 ,27

Fig. 8. Graphic illustration of dependence R, /det[R] =
ACL)C, = const. for solutions consisting of solvent and two
dissolved substances labeled with two indexes ,,1” and ,,2”
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Ryc. 9. Graficzna ilustracja zaleznosci Ry /det[R] = f(C))
C, = const. dla roztworéw skladajacych si¢ z rozpuszczalnika

i dwdch substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami
»171,,27

Fig. 9. Graphic illustration of dependence R3,/det[R] =
AIC)C, = const. for solutions consisting of solvent and two
dissolved substances labeled with two indexes ,,1” and ,,2”
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Ryc. 10. Graficzna ilustracja zaleznosci Rys/det[R] = f(C,)
Cy = const. dla roztworow skladajacych sie z rozpuszczalnika

i dwdch substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami
1712

Fig. 10. Graphic illustration of dependence R;;/det[R] =
AIC)C, = const. for solutions consisting of solvent and two
dissolved substances labeled with two indexes ,,1” and ,,2”

lulozy wynosi: L, = 4,9 x 10> m°N's™, o, = 0,068, 0, =
0,025, wy; = 0,8 x 10~° mol N-'s”!, w;; = 0,81 x 107! mol
Nlsli wy = 1,43 x 107 mol N-ls'! i w,; = 1,63 x 10712
mol N-s! [22]. Przytoczone warto$ci wskazujg, ze owa
membrana wykazuje cechy selektywnosci, poniewaz L,
>0,0<01<1,0<0,<1o0raz wy > w > wy > wp >
0. Wykorzystujac powyzsze dane, zatozenia dotyczace
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Ryc. 11. Graficzna ilustracja zaleznosci det[Ry,]/det[R] =
f(Cl)Ez - const. dla roztworéw skladajacych sie z rozpuszc-
zalnika i dwoch substancji rozpuszczonych oznaczonych
indeksami ,,17 i ,,2”

Fig. 11. Graphic illustration of dependence det[R,,]/det[R]
= fIC1)C, = const. for solutions consisting of solvent and two
dissolved substances labeled with two indexes ,,1” and ,,2”

parametrow Ly, 01, 02, w11, Wy, Wy i Wy, Oraz réwnania
(13)-(21) obliczono wartosci wspotczynnikéw macie-
rzowych Ry, Ry, Ris, Ry, Raa, Ros, Rsyp Rs i Ras.

Wykonane obliczenia pokazuja, ze warto$¢ wspot-
czynnikow R}, i Rj jest niezalezna od stezenia roztwo-
row, a zatem stata i wynosi odpowiednio R;, = -1,034 x
10° N's mol™! oraz Ry3=-6,06 x 10’ N's mol'!. Z uwagi
na przyjeta konwencje obliczania wspdtczynnikow da-
nych réwnaniami (13)-(21), stale wartosci przyjmuja
takze wspdtczynniki R, i Rs;. Obliczone na podstawie
réwnan (20) i (21) wartosci tych wspdtczynnikow wy-
noszg Ry, = -3,78 x 10* N s m® mol! i Ry3 = -1,85 x 107
N s m* mol2 Warto$ci pozostatych wspélczynnikow,
tj. wspotczynnikow Ry, Ry, Ry, Ryz i Rys, sg zalezne od
éredniego stezenia roztworéw w membranie (C,), na
co wskazujg wykresy przedstawione na rycinach 1-5.
Przedstawiona na rycinie 1 charakterystyka R;; = f(C))
C, = const. POKazuje, ze warto$¢ wipélczynnika R;; rosénie
liniowo ze wzrostem wartosci C, i jest dodatnia w ca-
tym zakresie badanych C,. Z kolei charakterystyka Ry,
= f(C‘l)EZ - const> Przedstawiona na rycinie 2 pokazuje,
ze warto$ci wspodtczynnika Ry, sg ujemne i maleja hi-
perboliczne w calym zakresie C,. Z charakterystyki Ry,
= f(fl)E2 - const. przedstawionej na rycinie 3 wynika, ze
wartosci wspdtczynnika Ry, s3 dodatnie w calym zakre-
sie Cl oraz, Zze wraz ze wzrostem warto$ci 61, warto$ci
wspotczynnika R,, malejg hiperbolicznie.

W przeciwienstwie do poprzednio omawianych
zaleznosci, przedstawiona na rycinie 4 charakterysty-
ka Ry, = f(Cl)E2 = const. j€St typu nasyceniowego, a war-
tosci R,; s3 ujemne w calym zakresie C;. Oznacza to,
ze wraz ze wzrostem wartoéci C;, warto$¢ R,; rosnie
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Tabela 1. Minory przynalezne do elementéw Ry, Ry, Rs1, R,
Ry, Ry, Ri3, Rys i Ras.

Table 1. Minors belonging to the elements Ry;, Ry, Rs1, Riz, Roo,
R32> R13) R23 1 R33-

Element przynalezny | Minor

Ry Ry Ry
det [Rll] = det

Rs; Rss

R [Riz Ry
det [Rz]] = det

Ry, Rss

R31 _Rlz ng_
det [R31] = det

Ry Ry |

R _R21 st_
det [R]z] = det

Rs1 Rss

R22 _Rll R13_
det [Rzz] = det

Rs; Ras |

R _Ru RIS_
det [R32] = det

Ry Ry |

Ris [Ry1 Ry5]|
det [R|3] = det

Ry Ry

Ros [Rii Ry
det [R23] = det

R31 Ry |

R33 _Rll Rll_
det [R33] = det

R Ry |

asymptotycznie, tzn. zmierza do warto$ci ustalonej dla
wiekszych wartoéci C;. Na rycinie 5 przedstawiono cha-
rakterystykgR_zg = f(Cl)E2 — const.» Ktora jest liniowa dla ca-
tego zakresu C,. Z tej ryciny wynika, ze ujemne wartosci
Ry3 rosng wraz ze wzrostem C,. Korzystajac z réwnania
(23) wykonano takze obliczenia wyznacznika macierzy
[R]. Wyniki obliczen przedstawia krzywa zamieszczo-
na na rycinie 6. Z przebiegu krzywej przedstawionej na
tej rycinie wynika, ze wraz ze wzrostem C; warto$¢ det
[R] maleje hiperbolicznie. Nalezy zaznaczy¢, ze det [R]
mozna rowniez obliczy¢ stosujac zasady znane z alge-
bry macierzy.

Obliczymy teraz relacje miedzy wspdélczynnika-
mi R (i, j € {1, 2, 3}) i det [R]. Jak juz wspomniano
w poprzednim rozdziale, wspotczynniki R; s3 zarow-
no samodzielnymi wspoélczynnikami, jak i elementami
przynaleznymi, branymi pod uwage przy wyznaczaniu
minoréw det [R]. Z przeprowadzonych obliczen wyni-
ka, ze wszystkie ilorazy R;; (i, j = 1, 2, 3) i det [R] s3 za-
lezne liniowo lub nieliniowo od $redniego stezenia Cj,
przy ustalonej wartosci C,.

Na kolejnych rycinach przestawimy wybrane za-
leznosci R;/det [R f(Cl)C2 - const. Na rycinie 7 przed-

stawiono graficznie obliczone wartosci ilorazu Ry, i det
[R]. Krzywa zamieszczona na tej rycinie i ilustrujaca
zalezno$¢ R;;/det [R] = f(Cl)E2 = const. jest p(’llparabolq.
Oznacza to, ze wraz ze wzrostem wartosci C, warto$¢
R;,/det [R] roénie nieliniowo i przyjmuje wartosci do-
datnie. Zaleznosci R;,/det [R f(Cl)C2 - const» Ryz/det
[ ] _f(Cl)CZ:consL oraz R32/det [ ] f(Cl)Cz—consL PI‘ZYJ'
mujg wartosci ujemne, liniowo malejace wraz ze wzro-
stem wartosci C;. Na rycinie 8 przedstawiono charak-
terystykq R;;/det [R f(Cl)C2 — const. Zalezno$¢ Ryz/det

f(Cl)C2 — const. takze przyjmuje wartosci ujemne, ale
liniowo rosnace wraz ze wzrostem wartosci C;. W przy-
padku zaleznoéci R;;/det [R] = f(a)@:com jej wartosci
sg takze ujemne, ale nieliniowo malejace ze wzrostem
wartosci C,. Te zalezno§¢ przedstawiono na rycinie 9.
Zalezno$¢ R,y/det [R] = f(CI)EZ — const. PTZYjmuje wartosci
dodatnie, liniowo malejace wraz ze wzrostem wartos$ci
C.Z kolei przedstawiona na rycinie 10, zaleznos¢ Rs;/
det [R] = f(C))¢ C, = const. Zawiera wartosci dodatnie, linio-
wo roance wraz ze wzrostem wartoéci C;, przy ustalo-
nej wartodci C,.

Obliczymy teraz relacje miedzy minorami det [R;]
(1,7 € {1, 2}) i det [R]. W tym celu obliczymy odpo-
wiednie ilorazy minoréw zestawionych w tabeli 1 i det
[R], zgodnie z zasadami algebry macierzy [19]. Oblicz-
my dla przykladu minor przynalezny do elementu R;;
(vide tabela). Zgodnie z zasadami obliczania wyznacz-
nika macierzy kwadratowej mamy det [R;;] = RpRs33 -
R3;Ry;. Z obliczen wynika, ze det [R;]/det [R] = 3,73 x
10%°> m® mol N2 s oraz, ze det [R3;]/det [R] = 12,24 x
10%® mol N! s'1. Oznacza to, ze wartosci tych ilorazéw
sg state w calym zakresie C,, z doktadnoscig do dru-
giej cyfry znaczacej. Wykonane obliczenia pokazuja,
ze zaleznosc1 det[R,3]/det[R f(Cl)C2 — const> det[R3,]/
det f(Cl)C2 —const> det[RIZ]/det[ ] f(CI)C2 = const.>
oraz det[R32]/det f(Cl)C2 — const. PYZyjmuja wartosci
ujemne, liniowo malejgce wraz ze wzrostem warto$ci
C. Z kolei zaleznosci det[Rys]/det[R] = IC))¢, - cons.
oraz det[Rs3]/det[R] = f(C1)c, = const. Przyjmujg wartosci
dodatnie, liniowo rosnace wraz ze wzrostem warto$ci
Cy. Jedynie zalezno$¢ det[Ry,]/det[R] = f(C))C, - const
przyjmuje wartoéci dodatnie nieliniowo rosngce wraz
ze wzrostem Cy, przy ustalonej wartoéci C, co ilustruje
krzywa przedstawiona na rycinie 11. Owa krzywa jest
pétparabola, podobng do krzywej przedstawionej na
rycinie 7.

Whnioski

Na podstawie przeprowadzonych badan mozna
sformulowac¢ nastepujace wnioski:

1. Wyznacznik macierzy [R] przyjmuje warto$ci do-
datnie, malejace hiperbolicznie wraz ze wzrostem
warto$ci C, przy ustalonej wartosci C,.

2. Wartosci wspdtczynnikéw Peusnera R;; oraz ilora-
z6w R;/det [R] i det [R;]/det [R] sg stale i ujemne
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(R12, R31, Ry, Rs33), state i dodatnie (det [R;;]/det
[R], det [R3;]/det [R]) dodatnie (R;;, R33/det [R], det
[R;3]/det [R], det [R3;3]/det [R]) lub ujemne (R3;) ro-
snace liniowo wraz ze wzrostem wartosci $redniego
stezenia jednego sktadnika roztworu w membranie
(C)) przy ustalonej wartoéci drugiego (C,). Sg tez
ujemne (Ry;, Rs;/det [R]) lub dodatnie (Rj,), male-
jace hiperbolicznie wraz ze wzrostem wartosci C,,
przy ustalonej wartosci C, a takze ujemne (Ry3), ro-
sngce hiperbolicznie wraz ze wzrostem wartosci C,
przy ustalonej wartosci C,.

Ilorazy Rlz/det [R], R21/det [R], R13/det [R], R32/det
[R], det [Rz]]/det [R], det [Rlz]/det [R], det [R21]/det
[R], det [Rj,]/det [R], det [R,;]/det [R] przyjmujg

Wartosci ilorazu Rys/det [R] sa ujemne i rosngce
liniowo, a ilorazu R,,/det [R] — dodatnie i malejace
liniowo wraz ze wzrostem wartosci C,; przy ustalo-
nej wartosci C,.

Krzywe ilustrujace zaleznoéci Ry,/det [R] = A(C,, C,
= const.) i det [R;;]/det [R] = f(C,, C, = const.) s3
potparabolami lezgcymi w pierwszej ¢wiartce ukta-
du wspdtrzednych.

Sieciowa posta¢ rownan K-K zawierajaca wspot-
czynniki Peusnera R;; (i, j € {1, 2, 3}), jest kolejnym
narzedziem nadajacym sie do badania transportu
membranowego. Wspoétczynniki R;;, Ry, Ry, Ras
i Ry; sg czule na sklad i stezenie roztwordw rozdzie-
lanych przez membrane polimerows.

wartosci ujemne i malejace liniowo wraz ze wzro-
stem warto$ci C; przy ustalonej wartosci C,.
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