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Streszczenie

W pracy wyprowadzono równania Ke-
dem-Katchalsky’ego, przy pomocy hybry-
dowych transformacji sieci termodynamicz-
nych Peusnera. Równania te zastosowano 
do interpretacji transportu membranowego 
binarnych roztworów nieelektrolitów w  wa-
runkach polaryzacji stężeniowej. Obliczono 
współczynniki Pij* (i, j = 1, 2) dla membrany 
Nephrophan i wodnych roztworów glukozy. 

Z obliczeń wynika, że wartości współ-
czynników P11*, P12*, P21* i P22* są nielinio-
wo zależne zarówno od stężenia roztworów 
(C–), jak i konfiguracji układu membranowe-
go. Ponadto wartości tych współczynników 
porównano z  wartościami współczynników 
oporowych P11, P12, P21 oraz P22, obliczonych 
dla warunków jednorodności roztworów dla 
tych samych wartości C– i różnych konfigura-
cji układu membranowego są różne. Pokaza-
no, że istnieje progowa wartość stężenia, po-
wyżej której stosunki P11*/P11, P12*/P12 i P22*/
P22 są zależne od konfiguracji układu mem-
branowego.
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Application of the Peusner’s 
network thermodynamics  
to interpretation of the passive 
membrane transport of binary 
non-electrolytic solution: 
evaluation the Pij coefficients  
of polymeric membrane  
in polarization concentration 
conditions

Summary

In this paper the Kedem-Katchalsky 
equations were derived, using hybrid trans-
formation of Peusner’s network. These equa-
tions were applied to interpretation of a trans-
port through polymeric membrane of binary 
nonelectrolyte solutions under concentration 
polarization conditions. The values of coef-
ficients Pij* (i, j = 1, 2) were calculated for 
Nephrophan membrane and aqueous glucose 
solutions. 

From the calculations it results that the 
coefficient values P11*, P12*, P21* and P22* are 
nonlinear depend on a  solution concentra-
tion (C–) and configuration of the membrane 
system. Moreover, the values of coefficients 
P11*, P12*, P21* and P22* were compared to the 
values of coefficients H11, H12, H21 and H22, 
calculated for conditions of solution homo-
geneity for the same values C– and varied con-
figurations of membrane system. It is shown 
that a  threshold value exists and when ex-
ceeded, coefficients relations P11*/P11, P12*/P12 
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and P22*/P22 depend on a configuration of the 
membrane system.

Key words: membrane transport, Peusner’s 
network thermodynamics, Kedem-Katchal-
sky equations, concentration polarization, Pij 
hybrid coefficients

WPROWADZENIE

Jednym z  ważniejszych obszarów zastosowań 
polimerów zarówno naturalnych jak i syntetycznych 
jest medycyna [1–4]. Szczególne wymagania stawia-
ne tym substancjom przez żywy organizm zostały 
podkreślone, poprzez wprowadzenie terminów po-
limery biomedyczne (biomateriały) i  polimery bio-
zgodne [1]. Wśród tych materiałów istotną rolę od-
grywają naturalne polimery błonotwórcze, takie jak 
celuloza, chityna i chitozan oraz sztuczne polimery 
błonotwórcze, takie jak celofan, octan celulozy, po-
liakrylonitryl czy poliweglany [1–3]. Biomateriały 
błonotwórcze wykazujące biozgodność, znalazły za-
stosowanie w produkcji membran polimerowych do 
hemodializy [2, 4] oraz opatrunki na rany oparze-
niowe [5] i żylne owrzodzenia podudzi [6]. Ponadto 
membrany z  polimerów rozpuszczalnych w  wodzie 
są stosowane do produkcji systemów (np. kapsułek, 
sfer), do kontrolowanego uwalniania leków [1, 2]. 

Membrana, w różnego typu aparatach medycz-
nych spełnia różne role, ze względu na swoje właści-
wości transportowe, których miarą zgodnie z forma-
lizmem termodynamicznym Kedem-Katchalsky’ego 
są współczynniki: przepuszczalności hydraulicznej 
(Lp), odbicia (σ) i  przepuszczalności dyfuzyjnej (ω) 
[7]. Z  medycznego punktu widzenia najważniejszą 
cechą membrany jest selektywność, której miarą jest 
współczynnik odbicia membrany (σ). 

Generalnie, wartości owego współczynnika 
spełniają relację 0 ≤ σ ≤ 1, przy czym σ = 0 oznacza, 
że membrana jest nieselektywna. Warunek σ = 1 jest 
spełniony dla membrany półprzepuszczalnej. Należy 
zaznaczyć, że półprzepuszczalne membrany dla ele-
mentów morfotycznych krwi stosowane są w hemo-
dializatorach. Z  kolei w  systemach kontrolowanego 
uwalniania leków stosowane są membrany selektyw-
ne, tzn. takie, dla których 0 < σ < 1. 

Kontrolowane uwalnianie leków polega na regu-
lowaniu (spowalnianiu lub przyspieszaniu) przy po-
mocy membrany i wielkości siły termodynamicznej 
wywołującej transport, szybkości uwalniania leku 
z  makro- lub mikrosystemu [1, 2]. Szybkość uwal-

niania można wyrazić jako stosunek strumienia sub-
stancji rozpuszczonej do stężenia leku w  systemie. 
Efektem tego jest zapewnienie niezbędnego poziomu 
stężenia leku w  organizmie, specyficznego profilu 
uwalniania oraz szybkości uwalniania leku, dostoso-
wanych do aktualnego stanu organizmu wyrażanego 
temperaturą, pH czy stężeniem glukozy. Taki sposób 
wprowadzania leku do organizmu przedłuża działa-
nie i zmniejsza częstotliwość podawania leku. 

Istotnym czynnikiem biorącym udział w  regu-
lowaniu szybkości uwalniania substancji (leku), jest 
polaryzacja stężeniowa membrany rozdzielającej re-
zerwuar i otoczenie. Jej miarą jest współczynnik po-
laryzacji stężeniowej (ζ), zwany także współczynni-
kiem Katchalsky’ego. Ów współczynnik może przyj-
mować wartości z  przedziału ζmin ≤ ζ  ≤ 1. Oznacza 
to, że gdy ζ → ζmin polaryzacja stężeniowa membrany 
dąży do wartości maksymalnej. Odpowiada to wa-
runkom dyfuzyjnym, czyli warunkom bez niestabil-
ności. Współczynnik polaryzacji stężeniowej, które-
go wartość spełnia warunek ζ = ζmin odpowiada war-
tości krytycznej, która jest miarą odległości układu 
od równowagi termodynamicznej. Spontaniczne lub 
wymuszone pojawienie się niestabilności zwiększa 
wartość owego współczynnika. W  przypadku, gdy 
ζ → 1 polaryzacja stężeniowa membrany jest elimino-
wana, a stan dla którego ζ = 1 odnosi się do roztwo-
rów jednorodnych i  izotropowych. Zatem poznanie 
mechanizmów molekularnych transportu membra-
nowego zarówno w  warunkach jednorodności jak 
i polaryzacji jest ważne i pożądane [8]. Ostatnio do 
tego celu zastosowano termodynamikę sieciową Peu-
snera [9–11]. 

Termodynamika sieciowa (NT), jest wynikiem 
syntezy termodynamiki nierównowagowej, teorii 
obwodów elektrycznych, teorii grafów i  geometrii 
różniczkowej. Jest ona jednym ze sposobów wyko-
rzystywanych do opisu transportu membranowego, 
umożliwiających analizę dynamiki nierównowago-
wych procesów transportu masy, ładunku, energii 
i informacji [12–15]. Podstawowe prawa owej termo-
dynamiki sformułowali Oster, Perelson i Katchalsky 
[13]. Obecnie znane są dwa równorzędne sposoby 
zapisu danego zjawiska w ramach NT: metoda gra-
fu połączeń (bond graph metod) opracowana przez 
Paytnera [16] i  wprowadzona do NT przez Ostera 
i  współpracowników (Oster, Perelson and Katchal-
sky’s NT) [13] oraz metoda Peusnera, wykorzystująca 
symbolikę i teorię analogowych obwodów elektrycz-
nych (Peusner’s NT) [12, 17–19]. 

W przypadku binarnych roztworów nieelektro-
litów, termodynamika sieciowa Peusnera wprowadza 
do analizy transportu membranowego cztery grupy 
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współczynników: Lij, Rij, Hij oraz Pij [12, 17–19]. Owe 
współczynniki występują w równaniach fenomeno-
logicznych, które można zapisać w  postaci macie-
rzowej [18]. Współczynniki Lik i Rik wynikają bezpo-
średnio z  równania fenomenologicznego Onsagera. 
Z kolei wprowadzenie współczynników Hik i Pik jest 
konsekwencją stosowania technik termodynamiki 
sieciowej. 

W przypadku dwukierunkowego dwuportu ter-
modynamiki sieciowej Peusnera (i = 1, 2), posiadają-
cego pojedyncze wejście dla przepływu J1 i sprzężonej 
z nim siły X1 oraz pojedyncze wejście dla przepływu 
J2 i sprzężonej z nim siły X2, źródłem współczynni-
ków Hij (i, j = 1, 2) jest równanie hybrydowe [17, 18]
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Równanie (1) można zastosować do układów 
membranowych, w których membrana rozdziela dwa 
jednorodne (równomiernie wymieszane mechanicz-
nie) roztwory. W takich układach gradienty bodźców 
termodynamicznych występują jedynie w  poprzek 
membrany. Ponadto, równanie (1) można zastoso-
wać do wyprowadzenia, przy pomocy transforma-
cji hybrydowych sieci termodynamicznych, równań 
Kedem-Katchalsky’ego (równania K-K) opisujących 
transport membranowy jednorodnych roztworów 
nieelektrolitów [12, 17–19]. Jak wiadomo [7], te rów-
nania są jednymi z podstawowych narzędzi badaw-
czych transportu membranowego. W  warunkach 
jednorodności binarnych roztworów nieelektrolitów 
rozdzielanych przez membranę, ich klasyczna postać 
jest następująca

	 Jv = Lp ΔP – Lp σ Δπ	 (2)

	 Js = ωΔπ + –C(1 – σ) Jv	 (3)

gdzie: Jv i  Js oznaczają strumień odpowiednio obję-
tościowy solutu przez membranę w warunkach jed-
norodności roztworów; Lp, σ oraz ω oznaczają odpo-
wiednio współczynniki: przepuszczalności hydrau-
licznej, odbicia oraz przepuszczalności solutu; ΔP 
= Ph – Pl jest różnicą ciśnień hydrostatycznych (Ph, 
Pl oznacza wyższą i niższą wartość ciśnienia hydro-
statycznego), a Δπ = RT (Ch – Cl) – różnica ciśnień 
osmotycznych (RT oznacza iloczyn stałej gazowej 
a temperatury termodynamicznej, natomiast Ch i Cl 
– stężenia roztworów). 

C– = (Ch – Cl)[ln(ChCl
–1)]–1 ≈ ½(Ch + Cl) jest śred-

nim stężeniem solutu w  membranie. Wartości licz-
bowe współczynników Lp, σ  oraz ω  można wyzna-
czyć w serii niezależnych eksperymntów [7]. 

Przy pomocy prostych manipulacji algebraicz-
nych, równania (2) i (3) można przekształcić do po-
staci [18]

	

	

Powyższy układ równań, stanowiący jedną z po-
staci transformowanych równań Kedem-Katchalsky’- 
ego, można zapisać w postaci równania macierzowe-
go [17, 18]
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gdzie: [P] jest macierzą współczynników oporowych 
dla warunków jednorodności roztworów daną wyra-
żeniem
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Porównując równania (1a) i (6a) otrzymujemy
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Na występujące w równaniach (2)–(3) i (6a)–(6d) 
współczynniki Lp, σ i ω nałożone są warunki 0 ≤ Lp 
≤ (Lp)max, 0  ≤ σ  ≤ 1  oraz 0≤ ω  ≤ ωmax, określające 
właściwości transportowe membrany. Dla membra-
ny nieselektywnej Lp = (Lp)max, σ = 0 oraz ω = ωmax. 
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W związku z tym z równań (6c)–(6e) wynika, że dla 
membrany nieselektywnej P11=[(Lp)maxωmax][ωmax+ –C 
(Lp)max]–1, P12=(Lp)max[ωmax + –C(Lp)max]–1, P22={ –C[ωmax 
+ –C(Lp)max]}–1. Membranę półprzepuszczalną charak-
teryzuje Lp > 0, σ = 1 oraz ω = 0. W związku z tym 
dla takiej membrany, wartość równą zeru przyjmują 
mianowniki w wyrażeniach dla współczynników P11, 
P12, P21 i P22. Z kolei dla membrany selektywnej Lp > 
0, 0 < σ < 1 oraz ω > 0. Oznacza to, że wartości współ-
czynników P11, P12, P21 i P22 wynikają z równań (6c)
–(6e). W  związku z  tym przedstawiony formalizm 
jest słuszny jedynie dla membran nieselektywnych 
i selektywnych.

Jak już wielokrotnie podkreślano [7, 20–25], zało-
żenie o jednorodności roztworów można zrealizować 
w układach fizykochemicznych, poprzez mechanicz-
ne wyeliminowanie polaryzacji stężeniowej, która 
jest zjawiskiem zachodzącym spontanicznie. Celem 
cyklu prac, którą rozpoczęły prace [9–11] jest rozwi-
nięcie termodynamiki sieciowej Peusnera na układy 
membranowe, w których transport odbywa się w wa-
runkach polaryzacji stężeniowej. W cytowanych pra-
cach obliczono współczynniki Rij

*, Lij
* i Hij

* (i, j = 1, 
2). W tych pracach, równania Kedem-Katchalsky’ego 
wyprowadzone przy pomocy symetrycznych lub hy-
brydowych transformacji sieci termodynamicznych 
Peusnera, zastosowano do interpretacji transportu 
wodnych roztworów glukozy przez membranę Neph-
rophan w warunkach polaryzacji stężeniowej. Z obli-
czeń wynika, że wartość tych współczynników może 
być zależna zarówno od stężenia roztworów (–C) jak 
i od konfiguracji układu membranowego. 

W obecnej pracy zostanie oceniony wpływ pola-
ryzacji stężeniowej na wartość współczynników Pij* 
wynikających z  termodynamiki sieciowej Peusnera, 
t.j. obliczone zostaną współczynniki P11*, P12*, P21* 
oraz P22* dla wodnych roztworów glukozy i  mem-
brany hemodializacyjnej Nephrophan. Wartości tych 
współczynników zostaną porównane z wartościami 
współczynników przewodnictwa P11, P12, P21 oraz 
P22, obliczonych dla warunków jednorodności roz-
tworów i  tych samych stężeń roztworów i  różnych 
konfiguracji układu membranowego. 

OPIS TRANSPORTU 
MEMBRANOWEGO W WARUNKACH 
POLARYZACJI STĘŻENIOWEJ PRZY 
POMOCY TERMODYNAMIKI 
SIECIOWEJ PEUSNERA

Założenie o  jednorodności roztworów rozdzie-
lanych przez membranę tworzy sytuację wyidealizo-

waną, realizowalną w warunkach rzeczywistych tylko 
w przybliżeniu, poprzez intensywne mieszanie roztwo-
rów rozdzielanych przez membranę, przy pomocy od-
powiednich mieszadeł mechanicznych. W warunkach 
rzeczywistych po obydwu stronach membrany tworzą 
się warstwy dyfuzyjne [20–25] (ryc. 1). W  związku 
z tym gradienty bodźców termodynamicznych w po-
przek membrany maleją, a ubytek owych gradientów 
rozkłada się na gradienty w poprzek warstw dyfuzyj-
nych. W pewnych uzasadnionych hydrodynamicznie 
warunkach warstwy dyfuzyjne mogą być częściowo 
niszczone przez inne procesy, jak np. przez konwekcję 
swobodną [21–23] (ryc. 1). W związku z tym dla wa-
runków rzeczywistych, co zilustrowano na rycinie 1, 
równanie (1) można zapisać w dwóch alternatywnych 
postaciach. Pierwsza postać jest równaniem zawie-
rającym zmodyfikowany macierzowy współczynnik 
[P]* oraz przepływy J1* i J2* 
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Jak widać, w stosunku do równania (1) niezmie-
nione pozostają bodźce X1 i X2. W powyższych rów-

J1
* J2

*

X1 X2

+ +

−−

Ryc. 1. Ogólna reprezentacja liniowego dwu-por-
tu składającego się z  dwóch przepływów (J1*, J2*) 
i dwóch sił (X1, X2) dla warunków polaryzacji stęże-
niowej. Dodatni kierunek przepływu jest skierowany 
do skrzynki. Odpowiednia definicja końcowego por-
tu wymaga, aby przepływ wchodził do dodatniego 
terminalu (+) i był równy przepływowi wychodzące-
mu z węzła ujemnego (−) [6]

Fig. 1. General linear two port representation of a two 
flow (J1*, J2*) and two force (X1, X2) system for the 
concentration polarization conditions. The positive 
direction of flow is into box. The consistent defini-
tion of the terminal port requires that the flow going 
into positive terminal (+) equals the flow leaving the 
negative (−) node [6]
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naniach nie ma wymogu spełnienia relacji symetrii 
P12* = –P21*. 

Z kolei druga postać jest równaniem zawierają-
cym zmodyfikowane bodźce termodynamiczne X1* 
i X2* oraz zmodyfikowane przepływy J1* i J2*, a mia-
nowicie
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Jak widać, w tej grupie równań, w stosunku do 
równania (1), niezmienione pozostają współczynniki 
[P]. Równania (7) i  (8) rozszerzają zakres stosowal-
ności NT Peusnera. W  dalszej części pracy ograni-
czymy się do równania (7).

Dla warunków polaryzacji stężeniowej równa-
nia Kedem-Katchalsky’ego można zapisać w  nastę-
pującej postaci [10, 24]

	 Jvs = ζp LpΔP – ζpLpζvσΔπ	 (9)

	 Jss = ζsωΔπ + –C(1 – ζvσ)Jvs	 (10)

W powyższych równaniach Jvs oznacza strumień 
objętościowy, a  Jss – strumień solutu w  warunkach 
polaryzacji stężeniowej. Z  kolei ζp, ζv i  ζs są współ-
czynnikami odpowiednio hydraulicznej, osmotycz-
nej i dyfuzyjnej polaryzacji stężeniowej. ζp, ζv i ζs na-
zwiemy odpowiednio hydraulicznym, osmotycznym 
i dyfuzyjnym czynnikiem Katchalsky’ego [10]. 

Przy pomocy prostych manipulacji algebraicz-
nych, równania (9) i (10) można przekształcić do po-
staci
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Powyższy układ równań, jest kolejną wersją (hy-
brydową) transformowanych równań Kedem-Katchal-
sky’ego dla warunków polaryzacji stężeniowej, który 
można zapisać w postaci równania macierzowego
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gdzie: [P*] jest macierzą współczynników hybrydo-
wych dla warunków polaryzacji stężeniowej daną 
wyrażeniem

	 	

lub

	

	

Porównując równania (7a) i (13a) otrzymujemy

	 pvps

psp

LC
L

P 2
*

11 )1( σζζωζ

ωζζ

−+
=

	
(13c)

	

*
212

*
12 )1(

)1(
P

LC
L

P
pvps

vpp −=
−+

−
=

σζζωζ

σζζ

	
(13d)

	

 
])1([

1
2

*
22

pvps LCC
P

σζζωζ −+
=

	
(13e)

Dzieląc stronami równania (13c) i  (6c), (13d) 
i (6d) oraz (13e) i (6e) otrzymujemy
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Powyższe wyrażenia ukazują wpływ polaryzacji 
stężeniowej na wartość współczynników Pij mem-
brany.

WYNIKI BADAŃ I DYSKUSJA

W celu obliczenia współczynników P11*, P12*, 
P21* oraz P22* występujących w  macierzy [P*] wy-
korzystamy, podobnie jak w  poprzednich pracach 
[9–11], parametry transportowe membrany zawarte 
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w  formalizmie Kedem i  Katchalsky’ego i  występu-
jące w równaniach (13b), (13c) i (13d). Jak wiadomo 
[7] w  formalizmie Kedem-Katchalsky’ego występu-
ją współczynniki: przepuszczalności hydraulicznej 
(Lp), odbicia (σ) i  przepuszczalności dyfuzyjnej (ω), 
wyznaczane w warunkach jednorodności roztworów 
rozdzielanych przez membranę, t.j. w warunkach in-
tensywnego mieszania roztworów przez mieszadła 
mechaniczne, umieszczone w układzie pomiarowym 
po obydwu stronach membrany. Dla membrany po-
limerowej Nephrophan rozdzielającej wodę (Cl = 0) 
i wodne roztwory glukozy o stężeniach od Ch = 2,5 
mol m–3 do Ch = 50 mol m–3, wartości tych współ-
czynników są niezależne od stężenia roztworów 
i wynoszą: Lp = 5 × 10–12 m3N–1s–1, σ = 0,068 i ω = 0,8 
× 10–9 mol N–1s–1. Należy zaznaczyć, że wartości tych 
współczynników są także niezależne od konfigura-
cji układu membranowego, czyli sposobu ustawie-
nia membrany i rozdzielanych przez nią roztworów 
względem wektora grawitacji. 

W przypadku membrany ustawionej w  płasz-
czyźnie horyzontalnej rozróżniamy konfigurację 
A i B [24]. Przez konfigurację A układu jednomem-
branowego rozumiemy sytuację, w  której roztwór 
o stężeniu mniejszym znajduje się w przedziale nad 
membraną, a o stężeniu większym – pod membraną. 
Odwrotne ustawienie roztworów względem poziomo 
ustawionej membrany daje konfigurację B. 

W warunkach polaryzacji stężeniowej, t.j. w  sy-
tuacji, gdy roztwory rozdzielane przez membranę są 
pozbawione mieszania mechanicznego, po obydwu 
stronach membrany tworzą się w  wyniku dyfuzji 
molekularnej stężeniowe warstwy graniczne, ogra-
niczające przepływy objętościowe i dyfuzyjne solutu. 
Fakt ten można uwzględnić, wprowadzając do ter-
modynamicznego opisu transportu membranowego 
dodatkowe współczynniki ζv, ζs i  ζp. Współczynniki 
ζv i ζs wyznaczane w warunkach polaryzacji stężenio-
wej, są zależne od stężenia roztworów rozdzielanych 
przez membranę i konfiguracji układu membranowe-
go [10, 25] i spełniają warunki (ζv)min ≤ ζv ≤ (ζv)max oraz 
(ζs)min ≤ ζs ≤ (ζs)max. Z kolei wartość współczynnika ζp 
= 1 zarówno w warunkach jednorodności roztworów 
jak i w warunkach polaryzacji stężeniowej, niezależnie 
od ΔC1 i konfiguracji układu membranowego [10]. 

Przytoczone na rycinach 2 i 3 zależności współ-
czynników ζv i ζs od średniego stężenia glukozy (–C), 
przedstawiono w pracach [10, 25]. Zostaną one wy-
korzystane wraz ze współczynnikami Lp, σ  i ω, do 
obliczenia współczynników przewodnictwa P11*, 
P12* = –P21* oraz P22*. Przedstawione na tych ryci-
nach wykresy uzyskano dla konfiguracji A i B ukła-
du membranowego. 

Dane, które zamieszczono na rycinach 2  i 3 
świadczą o tym, że wartości ζv i ζs, dla –C > 7,5 mol m–3 
są różne dla konfiguracji A i B, czyli różne dla oby-
dwu grawitacyjnych kierunków transportu mem-
branowego. Związane jest to z różnym charakterem 
hydrodynamicznym stężeniowych warstw granicz-
nych. Dla rozpatrywanego warunku dla –C, owe war-
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Ryc. 2. Zależność współczynnika polaryzacji stęże-
niowej (ζv) od średniego stężenia glukozy (–C) [9, 11]

Fig. 2. Dependences of the concentration polariza-
tion coefficient (ζv) on a mean concentration of glu-
cose (–C) [9, 11]
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Ryc. 3. Zależność współczynnika polaryzacji stęże-
niowej (ζs) od średniego stężenia glukozy (–C) [9, 11]

Fig. 3. Dependences of the concentration polariza-
tion coefficient (ζs) on a mean concentration of glu-
cose (–C) [9, 11]
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stwy są stabilne hydrodynamicznie, a w konfiguracji 
B  niestabilności konwekcyjne, dla –C > 7,5 mol m–3, 
powodują destrukcję tych warstw. Jest to przyczyną 
większych wartości ζv i ζs w konfiguracji B, w porów-
naniu z wartościami ζv i ζs w konfiguracji A. Powyż-
sze oznacza, że dla –C spełniającego warunek 0 ≤ –C ≤ 
7,5 mol m–3 wartości ζv i ζs są niezależne od konfigu-
racji układu membranowego. 

Stabilność hydrodynamiczna w układach mem-
branowych jest kontrolowana przez stężeniową licz-
bę Rayleigha, której wartość zależy od stężenia trans-
portowanej substancji [22, 23, 25]. W  przypadku, 
gdy wartość tej liczby osiągnie wartość krytyczną, 
obserwowane jest przejście ze stanu bezkonwekcyj-
nego (stabilnego) do konwekcyjnego (niestabilnego). 
W poprzednich pracach [22, 25] pokazano, że dla –C 
= 7,5 mol m–3, krytyczna wartość stężeniowej liczby 
Rayleigha wynosi (RC)crit. = 1709,3 [15], a  krytyczna 
wartość zmodyfikowanej liczby Rayleigha zwanej 
liczbą Katchalsky’ego – (Ka)crit = 3,11 [22]. 

Obliczenia wykonane na podstawie równań (6c) 
i (13c) i przedstawione na rycinie 4 pokazują, że war-
tości współczynnika P11 maleją wraz ze wzrostem 
wartości –C. Z kolei wartości współczynnika P11* dla –C spełniającego warunek 0 ≤ –C ≤ 7,5 mol m–3 maleją. 
Owa wartość jest jednak niezależna od konfiguracji 
układu membranowego. Dla –C > 7,5 mol m–3, wartość 

współczynnika P11* jest zależna zarówno od wartości –C jak i konfiguracji układu membranowego. Należy 
zaznaczyć, że dla tych samych wartości –C, wartości 
współczynnika P11* są większe dla konfiguracji B, 
w porównaniu z konfiguracją współczynników oraz, 
że wartości współczynników P11 są większe od P11*.

Zależności współczynników P12 = P21 i  P12* = 
–P21* od średniego stężenia (–C) i konfiguracji układu 
membranowego przedstawiono na rycinie 5. Z ryci-
ny tej wynika, że wraz ze wzrostem wartości –C, war-
tości współczynników P12 = –P21 maleją w przybliże-
niu liniowo i  są niezależne od konfiguracji układu 
membranowego. Z  kolei wartości współczynnika 
P12* = –P21* dla –C spełniającego warunek 0 ≤ –C ≤ 7,5 
mol m–3, maleją w  przybliżeniu liniowo. Podobnie 
jak w przypadku współczynnika P11*, wartość współ-
czynnika P12* = –P21* jest niezależna od konfiguracji 
układu membranowego. Dla –C > 7,5 mol m–3, wartość 
współczynnika P12

* = –P21
* jest zależna zarówno od 

wartości –C jak i  konfiguracji układu membranowe-
go. Należy zaznaczyć, że dla tych samych wartości –C, 
wartości współczynnika P12* = –P21* są większe dla 
konfiguracji A w porównaniu z konfiguracją B oraz, 
że wartości współczynników P11 są mniejsze od P11*.

Przedstawiona na rycinie 6 zależność P22 = f(–C), 
otrzymana dla warunków jednorodności roztworów 
rozdzielanych przez membranę jest hiperbolą. Po-

0 10 20 30 40 50
1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

4,0

4,5

5,0

C

P 1
1* 

10
12
 [m

3  N
–1

s–1
]

 [mol m–3]

P11= f(C)
P11

*= f(C) konfiguracja A
P11

*= f(C) konfiguracja B

Ryc. 4. Graficzna ilustracja zależności P11* = f(–C) dla 
wodnych roztworów glukozy w  warunkach polary-
zacji stężeniowej. Wartości współczynnika P11* obli-
czono na podstawie równania (13c)

Fig. 4. Graphic illustration of dependence P11* = f(–C) 
for aqueous glucose solutions in a concentration po-
larization conditions. Values of the coefficient P11* it 
was calculated on the basis of equation (13c)
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Ryc. 5. Graficzna ilustracja zależności P12* = f(–C) dla 
wodnych roztworów glukozy w  warunkach polary-
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Fig. 5. Graphic illustration of dependence P12* = f(–C) 
for aqueous glucose solutions in a concentration po-
larization conditions. Values of the coefficient P12* it 
was calculated on the basis of equation (13d)
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nadto wartości P22 tworzące tę krzywą są niezależ-
ne od konfiguracji układu membranowego. Z  kolei 
hiperboliczne zależności P22* = f(–C), otrzymane dla 
konfiguracji A i B układu membranowego i warun-
ków polaryzacji stężeniowej pokazują, że współczyn-
nik P22* jest nieliniowo zależny od średniego stężenia –C i dla –C ≤ 7,5 mol m–3 – niezależny od konfiguracji 
układu membranowego. Ów współczynnik jest za-
leżny od konfiguracji układu membranowego dla –C 
> 7,5 mol m–3. 

Na podstawie wyników, przedstawionych na ry-
cinie 4, można uchwycić ilościowe różnice między 
stężeniowymi zależnościami współczynników P11* 

i P11 oraz zależność wartości współczynnika P11* od 
konfiguracji układu membranowego. W  związku 
z tym na rycinie 7 przedstawiono zależność P11*/P11 
= f(–C) dla konfiguracji A  (wykres 1) i  konfiguracji 
B  (wykres 2) układu membranowego. Zależności te 
obliczono na podstawie równania (13f) i danych za-
mieszczonych na rycinie 4. Z rysunku tego wynika, 
że dla –C ≤ 7.5 mol m–3 wartości stosunku P11*/P11 są 
niezależne a dla –C > 7.5 mol m–3 – zależne od stężenia 
roztworów rozdzielanych przez membranę oraz kon-
figuracji układu membranowego. 

Z ryciny tej wynika, że punkt o współrzędnych 
P11*/P11 = 0,873 i –C = 7.5 mol m–3 jest ostatnim punk-
tem wspólnym krzywych 1 i 2. Punkt ten można trak-

tować jak punkt bifurkacyjny. Oznacza to, że przejście 
przez punkt bifurkacyjny i  przyjęcie przez P11* war-
tości należącej do krzywej 1  lub 2, ilustruje wybór 
między stanem konwekcyjnym (konfiguracja B) lub 
bezkonwekcyjnym (konfiguracja A) układu membra-
nowego. Ponadto wykresy zamieszczone na tej rycinie 
pokazują, że dla –C > 7.5 mol m–3 wartości stosunku 
P11*/P11 dla konfiguracji A są większe w porównaniu 
z wartościami tego stosunku w konfiguracji B. 

Dane przedstawione na rycinie 5, umożliwiają 
dokonanie ilościowej analizy stężeniowych zależ-
ności współczynników P12* i P12 oraz stężeniowych 
zależności współczynnika P12* od konfiguracji ukła-
du membranowego. W tym celu na rycinie 8 przed-
stawiono zależności P12

*/P12 = f(–C) dla konfiguracji 
A (wykres 1) i konfiguracji B (wykres 2) układu mem-
branowego. Zależności te obliczono na podstawie 
równania (13f) i danych zamieszczonych na rycinie 
5. Z tej ryciny wynika, że dla –C ≤ 7.5 mol m–3 warto-
ści stosunku P12*/P12 są niezależne a dla –C > 7.5 mol 
m–3 – zależne od stężenia roztworów rozdzielanych 
przez membranę oraz konfiguracji układu membra-
nowego. 

Ponadto można zauważyć, że punkt o  współ-
rzędnych P12*/P12 = 3,8967 i  –C = 7.5 mol m–3 jest 
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Ryc. 6. Graficzna ilustracja zależności P22* = f(–C) dla 
wodnych roztworów glukozy w  warunkach polary-
zacji stężeniowej. Wartości współczynnika P22* obli-
czono na podstawie równania (13e)

Fig. 6. Graphic illustration of dependence P22* = f(–C) 
for aqueous glucose solutions in a concentration po-
larization conditions. Values of the coefficient P22* it 
was calculated on the basis of equation (13e)
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Ryc. 7. Graficzna ilustracja zależności P11*/P11 = f(–C) 
dla wodnych roztworów glukozy w warunkach pola-
ryzacji stężeniowej dla konfiguracji A (krzywa 1) i B 
(krzywa 2). Wartości P11*/P11 obliczono na podstawie 
równania (13f)

Fig. 7. Graphic illustration of dependence P11*/P11 = 
f(–C) for aqueous glucose solutions in a concentration 
polarization conditions for configuration A (curve 1) 
and B (curve 2). Values of P11*/P11 it was calculated on 
the basis of equation (13f)
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ostatnią częścią wspólną krzywych 1  i 2. Punkt ten 
nosi znamiona punktu bifurkacyjnego, co oznacza, 
że przejście przez ten punkt i  przyjęcie przez P12* 

wartości należącej do krzywej 1  lub 2  ilustruje wy-
bór między stanem konwekcyjnym (konfiguracja 
B) lub bezkonwekcyjnym (konfiguracja A) układu 
membranowego. Ponadto wykresy zamieszczone na 
tej rycinie pokazują, że dla –C > 7.5 mol m–3 warto-
ści stosunku P12*/P12 dla konfiguracji A są mniejsze, 
w porównaniu z wartościami tego stosunku w kon-
figuracji B.

 Rycina 8 ilustruje zależność P22*/P22 = f(–C), dla 
konfiguracji A (wykres 1) i konfiguracji B (wykres 2), 
obliczoną na podstawie równania (13h). Z  rysunku 
tego wynika, że dla –C ≤ 7.5 mol m–3 wartości stosun-
ku P22*/P22 są liniowo zależne i  niezależne od kon-
figuracji układu membranowego, a  dla –C > 7.5 mol 
m–3 – nieliniowo zależne od stężenia –C oraz zależne 
od konfiguracji układu membranowego. Z tej ryciny 
wynika, że punkt o współrzędnych P22*/P22 = 3,6796 
i –C = 7.5 mol m–3 jest ostatnim punktem wspólnym 
krzywych 1 i 2. 

Podobnie jak w  przypadku stosunków P11*/P11 
i P12*/P12 omawiany punkt spełnia kryterium punk-
tu bifurkacyjnego. Oznacza to, że przejście przez ten 

punkt i przyjęcie przez P22*/P22
 wartości należącej do 

krzywej 1 lub 2, ilustruje wybór między stanem kon-
wekcyjnym (konfiguracja B) lub bezkonwekcyjnym 
(konfiguracja A) układu membranowego. Ponadto 
wykresy zamieszczone na tej rycinie pokazują, że dla 
tych samych wartości –C spełniających warunek –C > 
7.5 mol m–3, wartości stosunku P22*/P22 dla konfigu-
racji A są mniejsze, niż wartości tego współczynnika 
dla konfiguracji B. 

Układ stężeniowych warstw granicznych jest 
symetryczny względem płaszczyzny horyzontalnej, 
w  której ustawiona jest membrana rozdzielająca 
roztwory o  stężeniach Cl i Ch, jeśli wartości współ-
czynników P11*, P12* i  P22* są niezależne od konfi-
guracji układu membranowego. Oznacza to, że P11*/
P11 = P12*/P12 = P22

*/P22 = 1. W celu pokazania relacji 
między konfiguracjami B i A układu membranowe-
go, obliczymy odpowiednie ilorazy współczynników 
P11*, P12* = –P21* lub P22* dla konfiguracji B i A ukła-
du membranowego zgodnie z wyrażeniem 
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Wyniki obliczeń przedstawiono na rycinie 10, 
przy pomocy krzywych 1, 2  i 3  ilustrujących odpo-
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Ryc. 8. Graficzna ilustracja zależności P12*/P12 = f(–C) 
dla wodnych roztworów glukozy w warunkach pola-
ryzacji stężeniowej dla konfiguracji A (krzywa 1) i B 
(krzywa 2). Wartości P12*/P12 obliczono na podstawie 
równania (13g)

Fig. 8. Graphic illustration of dependence P12*/P12 = 
f(–C) for aqueous glucose solutions in a concentration 
polarization conditions for configuration A (curve 1) 
and B (curve 2). Values of P12*/P12 it was calculated 
on the basis of equation (13g)
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Ryc. 9. Graficzna ilustracja zależności P22*/P22 = f(–C) 
dla wodnych roztworów glukozy w warunkach pola-
ryzacji stężeniowej dla konfiguracji A (krzywa 1) i B 
(krzywa 2). Wartości P22*/P22 obliczono na podstawie 
równania (13h)

Fig. 9. Graphic illustration of dependence P22*/P22 = 
f(–C) for aqueous glucose solutions in a concentration 
polarization conditions for configuration A (curve 1) 
and B (curve 2). Values of P22*/P22 it was calculated on 
the basis of equation (13h)
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wiednio zależności κ11 = f(–C), κ12 = f(–C) i  κ22 = f(–C) 
obliczone na podstawie na podstawie równania (14). 
Z rysunku tego wynika, że dla –C ≤ 7.5 mol m–3 warto-
ści współczynników κ11, κ12 i κ22, są niezależne od stę-
żenia roztworów rozdzielanych przez membranę oraz 
konfiguracji układu membranowego. Ich wartość, 
podobnie jak wartość ostatniego wspólnego punktu 
krzywych 1, 2 i 3 wynosi κ11 = κ12 = κ22 = 1. Podobnie 
jak w przypadku krzywych przedstawionych na ryci-
nach 6, 7 i 8, ostatni wspólny punkt o współrzędnych 
κ11 = κ12 = κ 22 = 1 oraz –C = 7.5 mol m–3 posiada cechy 
punktu bifurkacyjnego. Dla –C > 7.5 mol m–3 wartości 
współczynników κ11, κ12 i κ22 są zależne od stężenia 
roztworów rozdzielanych przez membranę. 

Z porównania tych charakterystyk wynika, że 
dla tych samych wartości –C najmniejsze wartości 
przyjmuje współczynnik κ11. Ponadto wartości tego 
współczynnika dla –C > 7.5 mol m–3 spełniają warunek 
κ11 < 1. Z  ryciny 8  wynika także, że przebieg krzy-
wych ilustrujących zależności κ12 = f(–C) i  κ22 = f(–C) 
nie pokrywa się ze sobą jedynie dla –C > 20 mol m–3. 
Z przebiegu tych krzywych wynika także, że dla –C > 
7.5 mol m–3 spełnione są warunki κ12 > 1 oraz κ22 > 1.

WNIOSKI

Z przedstawionych badań wynika, że:
1.	 Termodynamika sieciowa Peusnera jest jednym 

z  alternatywnych sposobów opisu transportu 
membranowego, zarówno w warunkach jedno-
rodności roztworów rozdzielanych przez mem-
branę jak i  w warunkach polaryzacji stężenio-
wej.

2.	 Dla –C ≤ 7.5 mol m–3 współczynniki P11*, P12* = 
–P21* i P22* przyjmują wartości nieliniowo zależ-
ne od stężenia roztworów i niezależne od konfi-
guracji układu membranowego.

3.	 Istnieje progowa wartość stężenia –C = 7.5 mol 
m–3, powyżej której współczynniki P11*, P12* = 
–P21* i P22* są zależne zarówno od konfiguracji 
układu membranowego. Dla –C > 7.5 mol m–3 
współczynniki P11*, P12* = –P21* i P22* przyjmują 
wartości nieliniowe, zależne od stężenia roztwo-
rów i konfiguracji układu membranowego. 

4.	 Dla tych samych wartości –C > 7.5 mol m–3 war-
tość współczynnika P11* w stanie konwekcyjnym 
jest większa niż w stanie bezkonwekcyjnym, na-
tomiast wartości współczynników P12* = –P21* 
i  P22* w  stanie konwekcyjnym są mniejsze niż 
w stanie bezkonwekcyjnym.
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