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Streszczenie

Korzystajac  z réwnan Kedem-Kat-
chalsky’ego, wyprowadzono wyrazenie dla
wspolczynnika polaryzacji stezeniowej ().
Otrzymane wyrazenie zawiera strumien ob-
jetosciowy roztworu (J,,,), parametry trans-
portowe membrany (w,,) oraz stezeniowych
warstw granicznych (w;, wjp). Obliczenia
przeprowadzone na podstawie otrzymanego
wyrazenia pokazaly, ze dla membrany poli-
merowej o ustalonych wlasciwosciach trans-
portowych, wspoélczynnik x jest nieliniowa
funkcja réznicy stezen roztworéw. Owa nie-
liniowos¢ jest zwigzana z pojawieniem sie
niestabilnosci konwekcyjnej, famigcej syme-
trie kompleksu 1,/M/]; wzgledem kierunku
grawitacyjnego.

Slowa kluczowe: transport membranowy,
réwnania Kedem-Katchalskyego, polaryza-
Cja stezeniowa, stezeniowe warstwy granicz-
ne.
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Thermodynamical description
of the concentration polarization
in a membrane transport

of non-electrolyte solution

Summary

An expression for concentration po-
larization coefficient (y) was derived from
Kedem-Katchalsky equations. This expres-
sion contains the volume flux (J,,,), transport
parameters of a membrane (w,,) and con-
centration boundary layers (w;, wp). Calcula-
tions performed using the obtained expres-
sion showed that for a polymeric membrane
with fixed transport properties, coefficient
% is a nonlinear function of concentration
difference of solutions. This nonlinearity is
related to the appearance of the convection
instability that breaks symmetry of the 1,/M/
l; complex in relation to the gravitational di-
rection.

Key words: membrane transport, Kedem-
Katchalsky equations, concentration polar-
ization, concentration boundary layers

WSTEP

Polaryzacja stezeniowa (CP) jest spontanicznym
zjawiskiem wystepujacym w ukladach fizykoche-
micznych [1, 2]. Polega ona na tworzeniu si¢ r6znego
typu warstw w otoczeniu porowatych obiektow, ta-
kich jak membrana czy elektroda [3, 4]. Membrany
polimerowe - zaréwno obojetne - s3 bardzo czule na
zmiany otoczenia fizykochemicznego. W zwigzku
z tym wydajno$¢ zachodzacego przez nie transpor-
tu moze by¢ kontrolowana przez zmiany pH [5] i/lub
stezenia roztwor6éw przylegajacych do obiektu [6, 7],
lub przez pola zewnetrzne [8-10]. W procesach mem-
branowych o charakterze technicznym takich jak na
przyklad nanofiltracja czy odwrdécona osmoza CP,
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obniza wydajnos$¢ tych proceséw i jest zjawiskiem
niekorzystnym [11]. W ukfadach biologicznych ob-
nizanie wydajnosci proceséw transportu czesto ma
charakter regulatorowy i jest zjawiskiem korzyst-
nym, szczego6lnie w procesie transportu przez nabto-
nek jelitowy [12, 13].

Podstawowym narzedziem wykorzystywanym
do opisu transportu membranowego sa réwnania Ke-
dem-Katchalsky’ego [14]. Dla przypadku, w ktérym
membrana rozdziela jednorodne roztwory roztwo-
réw nieelektrolitow, réwnania te opisuja strumien
objetosciowy (J,) i strumien solutu (J;) a ich posta¢
jest nastepujaca

J,=L,AP-L,,An 0

J =w,Am+J(1-0,)C
@
W termodynamice proceséw membranowych
Kedem-Katchalsky’ego wlasciwosci transportowe
membrany, traktowanej jak ,czarna skrzynka”, sa
scharakteryzowane przez parametry fenomeno-
logiczne Ly, 0,, i w,,, ktére oznaczajg odpowiednio
wspolczynniki: przepuszczalnosdci hydraulicznej, od-
bicia oraz przepuszczalnosci solutu. Pierwszy czlon
prawej strony réwnania (1) jest objeto$ciowym stru-
mieniem hydraulicznym, a drugi - objetosciowym
strumieniem osmotycznym. Pierwszy czlon réwna-
nia (2) opisuje strumien dyfuzyjny, a drugi - strumien
adwekcyjny. AP = Pj, - P, jest roznica ci$nien hydro-
statycznych (Py, P; oznacza wyzsza i nizsza wartos¢
ci$nienia hydrostatycznego). Aw = RT(C, - C) jest
réznicg ci$nien osmotycznych (RT oznacza iloczyn
statej gazowej a temperatury termodynamicznej, na-
tomiast Cj, i C; — stezenia roztworow), C jest srednim
stezeniem solutu w membranie. Wyrazenie opisujace
C ma postac [14]

Ch _Cl

C = L
In(C,C, )

~ %(Ch +C1) 3)

Przyblizenie C =0,5(C,+ C) jest stuszne dla
roztwordw rozcienczonych i matej réznicy (C, — C)).
Wartosci liczbowe wspdtczynnikow L, o, oraz w,,
mozna wyznaczy¢ w serii niezaleznych eksperymen-
tow [14].

Wigkszo$¢ spontanicznie zachodzacych proce-
séw transportu w otoczeniu membrany, prowadzi
do kreacji niejednorodnosci modyfikujacych trans-
port membranowy [2, 4, 6, 10]. Jednym z powodow
pojawiania si¢ niejednorodnosci jest wspomniana
polaryzacja stezeniowa, prowadzaca do czasowo-
przestrzennej ewolucji pola stezen [15, 16], a tym sa-

mym do ewolucji bodzcow i przeptywdw termody-
namicznych [6]. Proces powstawania niejednorodno-
$ci ma charakter dyfuzyjny i polega na formowaniu
sie, po obydwu stronach membrany, stezeniowych
warstw granicznych (CBL) [2, 4, 15]. Warstwy te sa
najczesciej traktowane jako ciekle membrany (pseu-
domembrany) i w zwigzku z tym przypisuje im si¢
odpowiednie wlasciwoséci transportowe, wyrazane
poprzez wartoéci odpowiednich wspdlczynnikow
przepuszczalnosci [17].

W poprzednich pracach [17-20] réwnania (1)-
(3) wykorzystywano do opisu w warunkach pola-
ryzacji stezeniowej strumienia objeto$ciowego [17],
okreslenia stezeniowej liczby Rayleigha [18] oraz
do ustalenia relacji miedzy efektywnym i rzeczy-
wistym wspdlczynnikiem przepuszczalnosci solutu
[19]. W pracy [20] opracowano model matematyczny,
opisujacy réznice stezen w poprzek membrany w wa-
runkach polaryzacji st¢zeniowej (C; — C,), ktora jest
zwigzana z kreacjg stezeniowych warstw granicznych
(1;, 1) po obydwu stronach membrany polimerowej
(M). W obecnej pracy, korzystajac z wynikow przed-
stawionych w ref. [19, 20], réwnania (1)-(3) zostana
wykorzystane do wyprowadzenia wspolczynnika
polaryzacji stezeniowe;j.

CHARAKTERYSTYKA
UKLADU MEMBRANOWEGO

W celu wyprowadzenia wspolczynnika pola-
ryzacji stezeniowej, wezmy pod uwage uklad mem-
branowy przedstawiony na ryc. 1. W tym ukladzie
membrana (M), ustawiona w plaszczyznie horyzon-
talnej, rozdziela rozcieniczone i niemieszane mecha-
nicznie roztwory tej samej substancji o stezeniach
w chwili poczatkowej Cj, i C; (C, > C). Podobnie
jak w poprzednich pracach [np. 17, 19] zakladamy,
ze membrana jest izotropowa, symetryczna, elek-
troobojetna i selektywna dla wody i rozpuszczonej
w niej substanciji.

Zgodnie z formalizmem Kedem-Katchalsky’ego
[14], wlasciwosci transportowe membrany M okre-
$lone sg przez wspotczynniki: przepuszczalnosci hy-
draulicznej (L,), odbicia (0,,) i przepuszczalnosci sub-
stancji rozpuszczonej (w,,). Zakladamy, ze roztwory
jedynie w chwili poczatkowej (tf = 0) s3 jednorodne,
zarowno w kazdym punkcie roztworéw jak i na po-
wierzchni styku roztworéw z membrang. Ponadto
zakladamy, Ze procesy transportu membranowego s3
izotermiczne. Dla ¢ > 0, woda i substancje rozpusz-
czone, dyfundujace przez membrane, formuja po
obydwu jej stronach st¢zeniowe warstwy graniczne
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Ryc. 1. Ukltad membranowy: M — membrana; | i 1;
- stezeniowe warstwy graniczne, P, i P; - ci$nienia
mechaniczne; C;i Cj, - st¢zenia roztworow poza war-
stwami; C, i C; - stezenia roztworéw na granicach
/M i M/ly; ], — strumien objetosciowy przez mem-
brang M; J,; — strumien objetosciowy przez kompleks
L/M/1ys Jgis Jsn 1 Jom — strumienie solutu odpowiednio
przez warstwy l;, I, oraz membrane M; J; - strumien
solutu przez kompleks 1;/M/1;

F1G. 1. A membrane system: M - membrane; l;and I, -
concentration boundary layers, P, and P; - mechani-
cal pressures; C;and C;, - concentrations of solutions
outside the layers; C, and C; - the concentrations of
solutions at boundaries 1;/M and M/l;; J,,, — the vol-
ume flux through the membrane M; J,; - the volume
flux through the complex 1y/M/ly; J, J» and J,, — the
solute fluxes through the layers 1, I, and the mem-
brane M, respectively; J; - the solute flux through
the complex 1;/M/1,,

], oraz 1y, o charakterze pseudo-membran, ktére sg
elementami kompleksu 1;/M/1;, 18, 19]. Grubos¢ tych
warstw w stanie stacjonarnym wynosi odpowiednio
0p i 6. Uformowane warstwy powoduja, ze w stanie
stacjonarnym stezenia roztworéw na stykach 1,/M
i M/]; zmienia si¢ odpowiednio do wartosci C; oraz
C. (C,> C;> C,, C;> C,> (). Strumien objetosciowy
i strumien substancji rozpuszczonej przez membra-
ne oznaczony odpowiednio przez J,, i Jyn.
Wilasciwosci transportowe warstw 1; i 1, s3 scha-
rakteryzowane odpowiednio przez wspdlczynniki:
odbicia spetniajace warunek ;= 0, = 0, wspdtczynni-
ki dyfuzji D;i D, oraz wspoétczynniki przepuszczalno-
$ci solutu w; i wy,. Wspolczynniki w; i wy, s3 zwigzane
z grubosciami §j, i §; oraz wspolczynnikami dyfuzji
Dy i Dy, poprzez wyrazenia: w;= Di(RTO;™) oraz wy, =
Dy(RTO,™) [17]. Strumienie substancji rozpuszczonej
przez warstwy 1, i1, s3 oznaczone odpowiednio przez
Ja 1 Jon. Strumien objetosciowy i strumien substancji

rozpuszczonej przez kompleks 1;/M/1} oznaczono od-
powiednio przez J,, i Ji;. Wspdlczynniki transportowe
kompleksu 1;/M/1;, okreslone sg przez wspolczynniki:
odbicia (0y) i przepuszczalnosci solutu (w,). Wspdt-
czynniki w;, ,, @, i o, dla roztworéw binarnych,
w warunkach dyfuzyjnych (J, = 0), sa zwigzane ze
sobg nastepujacym wyrazeniem [21]
o, w0,

& :(CS)JVZO = o = 4)

n W0 + 0,0, + 0,0,

W przypadku, gdy stezeniowe warstwy granicz-
ne sg symetryczne, spetnione s warunki w;= w;= w,
i0;=0,=0,. W zwiazku z tym réwnania (4) i (5) dla
przypadku gdy D;= D;, = D, mozna zapisa¢ w posta-
ci
o,

(CS)J‘,:() =0 (5)

w, +2w,

ROWNANIE DLA WSPOLCZYNNIKA
POLARYZAC]JI STEZENIOWE]J

Wspolczynnik polaryzacji stezeniowej (y), zde-
finiujemy jako stosunek réznicy stezen w poprzek
membrany w warunkach polaryzacji stezeniowej (C;
- C,) i w warunkach jednorodnosci roztworéw (Cy
-C)

_ Ci _Ce
Ch_Cl

X (6)

Z definicji tej wynika, ze jesli (C;— C,) — (C, -
C), to y — 1. Stad wynika, ze dla y=1 polaryzacja
stezeniowa nie wystepuje. Oznacza to, ze roztwory
rozdzielane przez membrang s jednorodne. Z kolei,
jesli (C;— C,) > 0, to y — 1. Stad wynika, ze dlay =
0 polaryzacja stezeniowa jest maksymalna. Oznacza
to, ze stezeniowe warstwy graniczne wytworzone po
obydwu stronach membrany zmniejszaja do mini-
malnej wartosci réznice (C;— C,). Mozna zatem na-
pisaé, ze wspdlczynnik y moze przyjmowac wartosci
zprzedzialu0 <y < 1.

W celu obliczenia tego wspotczynnika dla ukfa-
du przedstawionego na ryc. 1, wykorzystamy for-
malizm termodynamiczny Kedem-Katchalsky'ego,
ktérego podstawe stanowia réwnania (1)-(6). Korzy-
stajac z rownania (2), réwnania opisujacego strumien
solutu przez warstwe l;, membrane (M), warstwe 1
oraz kompleks 1;/M/l;, mozna zapisa¢ odpowiednio
w nastepujacej postaci [6, 20]

Ju =0 RT(C, =C)+3J,(C, +C)) 7)
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Jy = 0, RT(C; = C)+1,(1- 0,)C +C,) (8)
Jy, = 0, RT(C), - Ci)+%Jvh(Ch +C) 9

Jy = oAz + 11, (1= 6)(C, +C) =
-t Ar+L (- LG, +Cy 10

W stanie ustalonym spelniony jest nastepujacy
warunek

Sy =

sm

Jsh = Jss (11)

Jv/:J :Jvh

vm

Sy (12)

Dostosowujac znaki w réwnaniu (1) do ekspery-
mentu prowadzonego w warunkach polaryzacji ste-
zeniowej oraz przyjmujac AP=0, mozemy napisac

Im = L,0,RT(C; = C,) (13)
Jis =L,0,RT(C,-C)=L,0,LRT(C, -C) (14)
Z réwnan (10) i (14) wynika definicja wspodt-

czynnika §; odpowiednio w warunkach J,,, = 0 lub
AP = 0 mianowicie

Jis
&y =) 0 —(ml_o (15)

s
CP - (gs)AP:O - {LPUmRT(Ch _ Q) JAP—O (16)

Dokonujgc odpowiednich przeksztalcen alge-
braicznych réwnan (8), (9), (12) i (13) oraz (9), (10),
(12) i (13) otrzymujemy [20]

C ¢ =@V @Y o + 2= V2)
Yot yl‘]vm + VZJvmz (17)

gdzie:
$o— o= wwi(Cy, — C)(RT)?,
¢1— 1= 0,5RT[(w,— w)(Cp, = C) + 20,4 Cp + 0,CY],
$2—¥,=0,25(0,,— 1)(C, - C).
Yo= [@m(@+ wp) + 0w (RT),
1= 0,50,(wi— o),
y2=0,25(1 — 20,,).
Uwzgledniajac réwnanie (17) w definicji (6)
otrzymujemy

= bt Bt £
Yo+ Vidom + YZ‘]\/W?

(18)

gdzie: f() = a)la);,(RT)z, 51 = 0,5RT[((1)1— a);,) + Zom(thh
+w,C) (C,— C)7'], &=0,25(0,, - 1).

Korzystajac z réwnan (8), (9), (11) i warunku J,,,
= J,s= 0 lub z rownan (12), (13), (14) i warunku AP =
0, mozna pokazac, ze

C-C=¢,(G,-C) (19)
C-C,=8(C,~-C) (20)

gdzie: §=Cp=w,w,, .
Z kolei po podzieleniu lewej i prawej strony row-
nan (19) i (20) przez (C, — C)) otrzymujemy

Ep =(Caro =(€)y—0=128, 1)

Dyskusja réwnania (18) prowadzi do nastepuja-
cych wnioskow:
1. Dla]J,,=0, réwnanie (18) upraszcza si¢ do postaci

Wy

X =0y, -0 :(

=&, (22)
W), + W0, + 0, ),

2. Jesli spetniony jest warunek w; = ;= w,, to réw-
nanie (18) przyjmuje posta¢

= Aoy + 4, "'/lz-jwf

2
TO + T2Jvm

(23)

gdzie: }.0 = COOZ(RT)Z, },1 = RTO’mwo(Ch + Cl)(C;, - Cl)fl],

AZ = ¢2 - 1/)2 = 0)25(0m - l)a To= (RT)ZCUO(ZCUW, + wo)a T

=0, 12=y,= 0,25(1 — 20,,).

3. Jesli jednoczes$nie przyjmiemy, ze J,,, = 0 oraz
= oy, = w,, to rbwnanie (18) otrzymuje postac

= L = 24
XJ 0, +20, o J (24)

WYNIKI OBLICZEN

Biorac pod uwage réwnania (15), (16) i (18) wy-
konano obliczenia wspotczynnikéw &, Cp iy w wa-
runkach polaryzacji st¢zeniowej. Wyniki obliczen
przedstawiono na rycinie 4. W przypadku zalezno$ci
(15), a do obliczen wykorzystano nastepujace dane:
W, = 0,82 x 10° mol N-'s™, R = 8,31  mol"'K™}, T =
295 K oraz wartosci strumienia J;, zilustrowane na
rycinie 2. W przypadku zaleznosci (16), a do obli-
czen wykorzystano nastepujace dane: L, = 5 x 1072
m? N-1s7!, g,, = 0,068, R = 8,31 ] mol'K!, T = 295
K oraz wartosci strumienia J,,, zilustrowane na ry-
cinie 4. W przypadku zaleznosci (18), wykorzystano
uproszczong jej postac, przedstawiong przez wyra-
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Ryc. 2. Zalezno$¢ wspoétczynnika przepuszczalnosci
solutu (w,) od réznicy stezen glukozy (AC = C, — C)
(20]

F1G. 2. A dependence of the solute permeability coef-
ficient (w,) on a difference in glucose concentrations
(AC=C,— () [20]
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Ryc. 3. Zalezno$¢ strumienia solutu (J) od réznicy
stezen glukozy (AC = Cj, - C)) dla ukltadu jedno-mem-
branowego [19]

F1G. 3. A dependence of the solute flux (J;) on a dif-
ference in glucose concentrations (AC = C,, - C)) for
the single-membrane system [19]

zenie (23), a do obliczen wykorzystano nastepujace
dane: 0,,= 0,068, w,,= 0,82 x 10~° mol N-!s~}, R = 8,31
J mol 'K, T =295 K, warto$ci wspdtczynnika w,, zi-
lustrowane na rycinie 2 oraz warto$ci strumienia J,,,
zilustrowane na rycinie 3.

Wyniki obliczen wspdtczynnikéw &y, Cpiy, w za-
kresie réznicy stezen (C, — C) od —0,08 mol 1! do

Ryc. 4. Zalezno$¢ osmotycznego strumienia objeto-
$ciowego (J,5) od roznicy stezen glukozy (AC = C;, -
C) dla ukladu jedno-membranowego [19]

F1G. 4. A dependence of the volume osmotic flux (J,,)
on a difference in glucose concentration (AC = C, -
C) for the single-membrane system [19]

+0,08 mol 1"}, przedstawiono za pomocg odpowied-
nich krzywych na rycinie 4. Otrzymane krzywe ilu-
strujace zaleznosci §;= f(C, — C)) (krzywa 1), {p= (C,,
— C) oraz y = f(C, — C)) sa nieliniowe, a ich wartosci,
ktore ilustruja mieszczg sie w 17% korytarzu bledu.
Z przebiegu tych krzywych wynika, ze dla tych sa-
mych wartosci i znakéw (C, — C)) wartosci wspot-
czynnikéw &, Epiy sa dodatnie. Ponadto, z przebiegu
tych krzywych wynika, ze w zakresie badanych (Cj,
— (), warto$ci wspolczynnika y sg zawarte w prze-
dziale 0,1 < x < 0,57. W poprzedniej pracy [18] za-
uwazono, ze dla (C, — C) = 0,015 mol 17}, stezeniowe
warstwy graniczne tracg stabilnos¢ hydrodynamicz-
ng i w ukladzie pojawiajg si¢ konwekcyjne ruchy roz-
tworu. Stezeniowa liczba Rayleigha, sterujaca tym
procesem osigga warto$¢ krytyczng réwng (Ro)gry: =
1709,3. Zatem krytyczng warto$¢ powinien przyjmo-
waé wspolczynnik polaryzacji stezeniowe;.

Zaleznie od sposobu dochodzenia do krzywych
przedstawionych na rycinie 4, wspolczynnik ten
przyjmuje nastepujace wartosci (§pine = 0,27, (Cp)
kryt = 0,21 oraz ()i, = 0,24. Oznacza to, ze warto$¢
wspolczynnika polaryzacji stezeniowej wigksza od
wartos$ci krytycznej $wiadczy o pojawieniu si¢ w oto-
czeniu membrany ruchéw konwekcyjnych, wplywa-
jacych destrukcyjnie na stezeniowe warstwy granicz-
ne, a tym samym - ograniczajace proces polaryzacji
stezeniowej.
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Ryc. 5. Zaleznosci wspolczynnikéw polaryzacji ste-
zeniowej (G, x> &p) od roznicy stezen glukozy (C,— C)
obliczone na podstawie réwnan (15), (16) i (18)

F1G. 5. Dependences of polarization concentration
coefficients (§}, x, Cp) on a difference in glucose con-
centrations (C, — C)), calculated based on equations
(15), (16) and (18)

UWAGI KONCOWE

Polaryzacja st¢zeniowa wystepujaca w ukla-
dzie jednomembranowym, jest zwigzana z kreacja
stezeniowych warstw granicznych. Jej miarg moze
by¢ wspolczynnik polaryzacji stezeniowej, ktérego
definicje zaproponowano w niniejszym opracowa-
niu. Korzystajac z termodynamicznego formalizmu
Kedem-Katchalsky’ego, opracowano model matema-
tyczny wspdlczynnika polaryzacji stezeniowej ().
Otrzymane wyrazenie (réwnanie 18) jest rownaniem
kwadratowym, ze wzgledu na strumien objetoscio-
wy roztworu (J,,,,) i zawiera parametry transportowe
membrany (w,,) i stezeniowych warstw granicznych
(w, wp), oraz stezenia roztwordw rozdzielanych przez
membrane w chwili poczatkowej (Cy,, C)).

Obliczenia przeprowadzone na podstawie otrzy-
manego w pracy modelu pokazaly, ze dla membrany
polimerowej o ustalonych wilasciwosciach transpor-
towych, wspolczynnik polaryzacji stezeniowej jest
nieliniowg funkcja réznicy stezen roztwordéw roz-
dzielanych przez membrane (C, — C) i przyjmuje
wartosci z przedziatu 0,1 <y < 0,57. Polaryzacja ste-
zeniowa jest tym wigksza, im mniejsza jest wartos¢
wspolczynnika . Nieliniowo$¢ charakterystyki y =
f(C,— C) jest zwigzana z pojawieniem si¢ niestabil-
nosci konwekeyjnej dla (C, — C)) > 0,015 mol I
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