Termodynamiczny model
przeplywoéw osmotycznych

w ukladzie d wu-membranowym
z polaryzacja stezeniowa

ANDRZEJ SLEZAK

Katedra Zdrowia Publicznego
Politechnika Czestochowska

Streszczenie

Przedstawiono model matematycz-
ny strumienia objeto$ciowego przez uklad
dwéch membran (ukiad blony podwdjnej)
ze stezeniowymi warstwami granicznymi,
wytworzonymi po obydwu stronach kazdej
z membran. Ten model, oparty na réwna-
niach Kedem-Katchalsky’ego, jest rOwnaniem
piatego stopnia i opisuje strumien objetoscio-
wy, generowany przez bodzce osmotyczne
roztwordw niejednorodnych i niejonowych.

Slowa kluczowe: réwnania Kedem-Katchal-
sky’ego, stezeniowe warstwy graniczne, prze-
plywy osmotyczne
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Nonequilibrium thermodynamics
model equations of the volume
flow through double-membrane
system with concentration
polarization

Summary

Mathematical model of the volume flux
through system of two membranes (double-
membrane system) with concentration bou-
ndary layers on both sides of each mem-
branes, is presented. This model, based on
the Kedem-Katchalsky equations, is equation
of fifth degree and describes the volume flux
generated by osmotic forces for non-homoge-
neous and non-ionic solutions.

Key words: Kedem-Katchalsky equations,
concentration boundary layers, osmotic
flows

WPROWADZENIE

Grawiosmoza jest jednym z podstawowych zja-
wisk wystepujacych w uktadzie dwu-membranowym.
Zostalo odkryte w 1972 roku przez dwoch polskich
uczonych S. Przestalskiego i M. Kargola [1] w ukladzie
membranowym, w ktérym dwie membrany polimero-
we ustawione w plaszczyznach horyzontalnych roz-
dzielaly trzy roztwory o stezeniach spetniajacych wa-
runek: C, < C,,> C;. Przyczyng wystepowania tego zja-
wiska jest ziemskie pole grawitacyjne, ktére wywolujac
ruchy konwekcyjne w obszarach stezeniowych warstw
granicznych jednej z membran, powoduje asymetrie
wypadkowej réznicy cisnien osmotycznych [2-4]. Ta
z kolei jest przyczyna przeptywdow objetosciowych, na-
wet w sytuacji, gdy w chwili poczatkowej ukfad dwu-
membranowy jest symetryczny osmotycznie [1-6].
Generowane w takich warunkach przeplywy osmo-
tyczne nazywane s3 przeptywami grawiosmotyczny-
mi, a ich miarg jest strumien grawiosmotyczny [1, 2].
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W zaleznosci od wlasciwosci fizykochemicznych
roztworéw rozdzielanych przez membrany, 6w stru-
mien moze by¢ skierowany pionowo w gére lub w dot
[2]. W ukladzie dwu-membranowym zawierajacym
membrany réznigce si¢ parametrami przenikania,
mozna zademonstrowaé asymetrie tego transportu
[5]. Z kolei dla transportu grawiosmotycznego roz-
tworéw ternarnych znany jest efekt wzmacniania
tego transportu [6].

W poprzedniej pracy [7], korzystajac z réwnan
Kedem-Katchalsky’ego dla roztworéw niejednorod-
nych, opracowano model matematyczny przepltywow
osmotycznych w ukladzie dwéch membran polime-
rowych. W zwigzku z tym otrzymane réwnanie
pierwszego stopnia zawieralo wspdtczynnik polary-
zacji stezeniowej ({). Weryfikacje tego modelu prze-
prowadzono dla wodnych roztworéw przy pomocy
dwu-membranowej komorki zaproponowanej przez
Kargola, w ktorej wykonano pomiary strumienia ob-
jetosciowego w funkcji czasu i stezenia roztwordéw
w przedziale miedzymembranowym.

Interpretacje otrzymanych wynikéw badan eks-
perymentalnych przeprowadzono w kategoriach
konwekcyjnej niestabilnosci redukujgcej grubosé
stezeniowych warstw granicznych. Krytyczng war-
to$¢ stezeniowej liczby Rayleigha dla transportu
membranowego uzyto w modelu matematycznym
strumienia objetosciowego, wrazliwego na otoczenie
grawitacyjne przeplywow.

Obecna praca jest po$wiecona opracowaniu ma-
tematycznego opisu strumienia grawiosmotycznego
przy pomocy klasycznych réwnan Kedem-Katchal-
sky’ego. Jak zostanie pokazane, prezentowany model
jest trudniejszy interpretacyjnie, gdyz otrzymane
rownanie opisujace strumien osmotyczny jest piate-
go stopnia i nadaje si¢ do rozwigzan numerycznych.
Pigtego stopnia jest tez rdwnanie opisujace grubosé
stezeniowej warstwy graniczne;j.

CHARAKTERYSTYKA UKEADU
DWU-MEMBRANOWEGO

Rozpatrzmy uklad dwu-membranowy przedsta-
wiony na rycinie. W tym ukladzie, przedzialy (u),
(m) i (d) zawieraja niejednorodne (niemieszane me-
chanicznie) roztwory tej samej substancji nieelektro-
litycznej o stezeniu poczatkowym C,, C,, i C; (C, < Cyy
> C,). Roztwory te sg rozdzielone przez izotropowe,
symetryczne, selektywne i elektroobojetne membra-
ny polimerowe (M,, My), ustawione w ptaszczyznach
horyzontalnych. Symbole P,, P, i P; oznaczaja ci-
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Ryc. 1. Graficzna ilustracja dwu-membranowego
uktadu grawiosmotycznego: model uktadu zawiera-
jacego w przedziale (m) roztwdr o gestosci roszacej
ze wzrostem stezenia, M, Mg — membrany; l,, L,
lmp and lg, — stezeniowe warstwy graniczne; P, P,
i P; — ci$nienia mechaniczne; C,, C,, i C; — stezenia
roztworu poza stezeniowymi warstwami graniczny-
mi; Cyay Cpgr Cop Cap — steZenia roztworu na grani-
cach 1,./My, Myu/lpa Lo/Ma 1 Ma/lae;  Jou 1 Jog — stru-
mienie objetosciowe przez kompleksy odpowiednio
lya/My/lima 1 1p/Mu/la; J, — strumien objetosciowy
przez kompleks 1,o/My/1na = Lnb/Mu/lab

F1G. 1. Graphic illustration of a graviosmotic double-
membrane system: model of a system filled with a so-
lution of density decreasing with concentration, M,
My — membranes; 1., Lina, I and lg, — the concentra-
tion boundary layers (CBLs); P,, P,,and P; — the me-
chanical pressures; C,, C,, and C; — the concentra-
tions of solutions outside the CBLs; C,,, Cpia> Coups Cap
— the concentrations of solutions at boundaries 1,/
My, My/lias 1/Mg and My/lgy; ], and J,4 — the vol-
ume fluxes through complexes l,,/My/lyn. and L/
M, /lap, respectively; ], — the volume fluxes through
complex 1o/ My/Lina = Lnn/My/lap

$nienia hydrostatyczne, odpowiednio w przedziatach
(w), (m) i (d). Wlasciwosci transportowe membran
M, i My sa scharakteryzowane przez wspélczynniki
przepuszczalnosci solutu (w,, w,), odbicia (0,, 0y)
i przepuszczalnodci hydraulicznej (L,,, Lyq). Procesy
transportu zaréwno w roztworach jak i przez mem-
brany, s3 izotermiczne i stacjonarne, a w roztworach
nie zachodzg jakiekolwiek reakcje chemiczne.

W tym ukladzie przenikajace przez membrany
M, i My w przeciwnych kierunkach woda i substan-
cja rozpuszczona, powoduja formowanie si¢ po oby-
dwu stronach kazdej z membran stezeniowych
warstw granicznych l,, i 1, (po obydwu stronach
membrany M,), oraz 1, i lgy (po obydwu stronach
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membrany My). Symbole 6,4, 8,4, Omp 1 45 0znaczaja
odpowiednio grubosci st¢zeniowych warstw gra-
nicznych Ly, Lnas Inp 1 1ap W stanie ustalonym. Te war-
stwy mozna traktowa¢ jak nieselektywne membrany
ciekle, tj. takie dla ktoérych spetniony jest warunek
Oua= Oma= Omp = 0gp = 0. Wlasciwosci transportowe
warstw lya, I L 1 lay $3 scharakteryzowane odpo-
wiednio przez wspdtczynniki przepuszczalnosci so-
lutu w4, W, Wy 1 W

Zgodnie z formalizmem termodynamiki Ke-
dem i Katchalsky’ego [8] wspolczynnik przepusz-
czalno$ci solutu warstw L, Lina, Ly 1 1g, mozna zapi-
sa¢ w postaci w,,=D,,(RT8,,)™, g = Dpa(RTS,0)7",
Wb = Dp(RT8 )1 1 wagp = Dgp(RTO 1) L. W tyCh réw-
naniach D4, Dyya> Dp 1 Dgp, 0znaczajg wspoélczynniki
dyfuzji substancji w warstwach lya, Ina> Lb 1 lap- Sym-
bole J,, i J;, 0znaczaja odpowiednio strumien objeto-
$ciowy i strumien solutu przez kompleks l,./ M,/
natomiast symbole J,; i J;s — przez kompleks 1,,,/Mq/
lgp. Z kolei J, oznacza strumien objetosciowy przez
kompleks 1,./My/lina—lmb/Md/lgp. Symbole C,a Cios
Cmp 1 Cgp 0znaczajg stezenia substancji odpowiednio
na granicach l,,/My, My/lna, 1ny/Mg i Ma/lgp, nato-
miast symbole C,, C,, i C; (C, < C,,> C,) oznaczaja ste-
zenia roztworu poza stezeniowymi warstwami gra-
nicznymi. Ponadto, w stanie ustalonym, s spetnione

nastepujace relacje: C,,> Cy, Cpy < Cpyy Cpipy < Cpry 1 Cyp
> Cy. Dla roztwordw, ktérych gestos¢ rosnie ze wzro-
stem stezenia spelnione sg warunki C,;> Cyp i Cppy <
Cmp- Z kolei dla roztwordw, ktorych gestos¢ maleje ze
wzrostem stezenia spetnione sg warunki C,, < Cgy
i Cpa> Cpp- W obecnej pracy bedzie badany transport
roztworow o gestosci rosnacej ze wzrostem stezenia.

Podstawowym sposobem opisu transportu
membranowego jednorodnych roztworéw nieelek-
trolitow, wynikajacym z liniowej termodynamiki
proceséw nieodwracalnych, sa réwnania Kedem-
Katchalsky’ego [8]. Klasyczna posta¢ tych réwnan
jest nastepujaca

J,, =L,(AP—0 RTAC) )
J,=wRTAC+C(1-0)J, )

gdzie: L,, 0 oraz @ - wspolczynniki odpowiednio
przepuszczalnosci hydraulicznej, odbicia i przepusz-
czalno$ci solutu, AP - rdznica ci$nien mechanicz-
nych, A = RTAC - réznica ci$nien osmotycznych,
RT - iloczyn stalej gazowej i temperatury termody-
namicznej, AC - rdznica stezen roztworow,
C =(C,-C)[In(C,C, "1 '~ L(C, +C,) - érednie
stezenie roztworu w membranie.

ROWNANIA MODELOWE DLA STRUMIENIA OSMOTYCZNEGO

Do matematycznego opisu ustalonych przeplywoéw osmotycznych przez membrany M, i M4 tworzace ukiad
dwu-membranowy, wykorzystane zostanie réwnanie (1). To réwnanie dla strumienia obje¢to$ciowego przez

membrany M, i My mozna zapisa¢ w postaci

Jo =-L,l0 RT(C,, ~C,)~ (B, ~F)] (3)

Jvd = Lpd [OdRT(Cinb

_Cdb)_(Pm _Pd)] (4)

gdzie: AP, =P -P,AP,=P, -P,AC,=C, ~C, and AC,=C,, -C, .
W matematycznym stanie stacjonarnym spelnione sa nastepujace warunki

Jvu = ‘]vd = JV (5)

W celu obliczenia P, wezmy pod uwage réwnania (3)-(5). Po stosunkowo prostych przeksztalceniach otrzy-

mujemy

P, =(L, +L,) " RT[L,0,(C

pu u ma

_Cua)+Lpd0d(Cmb _Cdb)]+LpuPu +Ldei (6)

Przy pomocy réwnania (4) w ktérym J,;=], oraz réwnania (6), mozemy otrzymac wyrazenie opisujace stru-

mien objetosciowy przez kompleks 1,,/My/1ia~1mn/Ma/lap

Jv = LpuLpd (Lpu

+Lpg,)’1 {RT[o ,(C,,

~Cy)=0,(C,, =~CII+ B ~F} ()

ua

W celu obliczenia réznic (Cpp — Cap) 1 (Cpua — Cua), wezmy pod uwage rownanie (2). Korzystajac z tego row-
nania, rdwnania opisujace strumienie solutu ], (przez warstwe l,,), J,, (przez membrane M,) i J,,, (przez war-

stwe l,,,), mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci
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Jua = Duaéua_l (Cua - Cu ) + %Jv (Cua + Cu) (8)
Jmu Za)uRT(Cma _Cua)+%‘]v(1 _Gu)(cma + Cua) (9)
Jma = Dmaém¢;1 (Cm - Cua) +%J\7(Cm + Cua) (10)

Analogicznie, strumienie solutu J,,;, (przez warstwe L), /g (przez membrane My) i Ju (przez warstwe lgy,),
mozna opisa¢ przy pomocy réwnan

Jmh = Dn1b6mb71(cm _th) +%Jv(cm + Cmb) (11)
Js =0, RT(C,, —C,)+5J,(1-0,)C,, +C,) (12)
Jap = Ddhédbq (th - Cd) + %JV(th + Cd) (13)

W matematycznym stanie stacjonarnym sluszne sg nastepujace warunki

Jua = Jmu = ‘]ma (14)

St =i =y (15)

Korzystajac z réwnan (8)-(15), po wykonaniu stosunkowo prostych przeksztalcen, otrzymujemy

_ Ama + Bma‘]v + E‘ma‘]v2 (16)
" K, +SJ,+FJ}

_ Aua + Bua‘]v + Ewuz/z"]v2 (17)
" Kll + SMJV + F;JVZ

_ Amb + me']v + Emb‘]v2

(18)
" K, +8,J, +F,J}
— Adb + Bdb']v + Edev2 (19)
“ K, +8,J,+F,J}
gdzie:
Ama = RT[wu (CmDma(Sma% + CuDuaéuail) + CmDmaDua (RTémaéua )71] >
Bmll = %[(RTQ)M + Duaéua_l )(Cm - Cu) +0 u (CmDmaama_l + CltDlta(Slta_l)] > Dma = %[CIA (1 _a ll) + Cmo lt] >

K, =K,=K,=RTw,(D,J, "' +D,9,. )+D,D,. (RT5,0,)"],

ua~ ua ma~ ma ua ma ua~ ma

S. =S

ma ua

S =l6.(D,6, "'-DJ5 ", F, =F =F=(1-2),

ma~ ma ua- ua u

A4, =RTw,/(C,D,9, ' +CD0.+CD,.D,(RTS,0.)"'1

m ma~ ma u ua~ ua u ma ua ma~ ua

B, =i[(RTw,+D,9, ' )C, -C)-o, (D0, +CDo. ) D,=%C,(1-0,)+Co,1,

a ma~ ma m ma~ ma u ua= ua u u

4, =RTw,(C,D,5,, " '+C,D,0, " )+C,D,D, (RTS,0,)"],

m—mb m—mb~"m

B,, =i[(RTw,+D,0, ' )C,-C,)+0 ,(C,D,0,, " +C,D,0, 1,

m— md
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D, =4lC,(1-c )+C,0,]l, K, =K, =K, =RT[w,(D,5," +D,0, " )+D,D,,(RTS,0,,)"'1

Sy =S8p=5;= %O-d(Dmba - _Ddbédhil >

mb
th:de:Fd:%(l_%d)»

4, =RTw,C,D,0,, " +C,D,0,")+C,D,D,(RTS,,0,)"'],

m~— mb

B, =i[(RTw,+D,,9,," )(C,~C,)~0o ,(C,D,,0

mb m—mb~" mb

" +C,Dy0 1
D, =4[C,(1-0,)+Co,].

Wystepujace w réwnaniach (16)-(19) parametry transportowe membran (L,,, Lyg, Oy Ogs @y, @q ) i roztwo-
16W (Dyua> Dyas Dapy Dy) mozna wyznaczy¢ w serii niezalezynch eksperymentow, korzystajac z procedur opisa-
nych w pracach [8, 9].

Roéznice (Cypa— Cyua) 1 (Cop — Cgp) mozna obliczy¢ odejmujac stronami rownania odpowiednio (16) i (17) oraz
(18) i (19). Po wykonaniu tych dziatan otrzymujemy

A, +BJ,—EJ}
ma_Cua — U u v u v2 (20)
K, +S,J,+FJ,

_A,+B,J, —-EJ}

_ i @
K,+S,J, +F,J,

Cmb - Cdb

gdzie:

A=4,-4,=D D05, "5 (C,-C,),

ma ua- ma ua

B,=B, -B,=%(D0,." -D,0,. " )+20,D,9,. " +D,0. ]

a ua~ ua ma~ ma ma~ ma ua~ ua

Eu :Ema _Eu :%(1_2014)((:»1 _Cu)’

Ad = Amh - Adb = Dmedbémbilédbi] (Cm - Cd) d

B,=B,,—-B, = %[(Ddbédb_l - Dmbamb_l) +20 d (Dmb‘5 T+ Ddbédb_l)] >

mb
E,=E, —E;=+1-2,)C,-C,).
Biorgc pod uwage warunek P, = P;= P, i uwzgledniajac réwnania (20) i (21) w réwnaniu (7), otrzymujemy

J'F,F +J'S,F +SF,+H(@o EF -0 EF)]+

J{K,F +S,S, +F,K, +H[o ,(ES,—B,F)+o ,(B,F,—E,R,)]}+ (22)
J{K,S +S,K, +H[o ,(E,K,—AF -B,S)+0,(BS,—AF,—EK)|}+

J{K,K,~H[o ,(A,S,+B,F)+o,(AS,+BK)\+H@ AK,~0,A4,K,)=0

u-u

gdzie:

L=L,L,(L,+L,)", H=LRT.

pu

Réwnanie (22) jest poszukiwanym réwnaniem strumienia osmotycznego. Dyskusja tego réwnania prowa-
dzi do nastepujacych wnioskow:
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1. Jesli uwzglqdnimy warunki D,,.,= Dyu= Dy = Dy = Do» Sma= 0,4a= 0, O = Opy= 6,4 0raz C,= C;= C,, to otrzymamy
DY D, 1
- (Cm _Cu)+2']v0u - _7']\/2[(1_20114)((:”1 _Clt)]
) o 4
Cma - Cua = - - (23)
RT 2 20, + D, +1JV2(1—2ou)
Fy RTS, ) 4
DY D, 1
[60] (Cm _Cd)+2‘]v0d - _ZJVZ[(I_wd)(Cm _Cd)]
th - Cdb - s ‘ (24)
D D, |
RT - 2w, +——=—|+-J (1-20
9, ( * RT 9, ] 4" ( !
Biorac pod uwage warunek P, = P, = P, oraz uwzgledniajac réwnania (23) i (24) w réwnaniu (7), mozemy
napisac

JF,F,+J Ly (E,F,—EF)+J[F(K,+F,)+Ly(B,F,—B,F,)] 25
+J Ly A(F,-K,)+J,[K,K,+Ly(B,K,~B,K)+Ly(4K,—4,K,)=0
gdzie: 4, =0 ,D,(0,’)"'RT(C,,-C,), A,=0,D,*(,’)'RT(C,-C,), B,=2RTo 'Do,”,
B,=2RTo 'DY,”", D, =+RTo ,[(1-20,)C,-C,))], D, =+RTo [1-20,)C, -C,)I,
K,=RTDoS,'[2w,+D(RTS,)"'], K, =RTD,, '[2w, + D,(RTS,)'], F, =1(1-20,),
F,=4(1-2,),L=L,L, (L, +L,)".

3. Jesli przyjmiemy nastepujace zalozenia,

2
[?’J c,-C)>>2Jo, %—%JVZ[(I—Z(I“)(CM -C)l

u u

RT 2. 20, + D, >>1JV2(1—2ou),
o, RTS, ) 4

RT 2 20, + D, >>1JV2(1—20d)
d, RTO, 4

2
D, (Cm—Cd)>>2Jv0dD"—lJf[(l—Qad)(Cm—Cd)]
d, 5, 4

to réwnania (23) i (24) uproszczg si¢ do postaci

_ — D()(Cm_co) (26)
T 2w, RTS, + D

o

Cmb - th = Da (Cm — CO) (27)
Za)dRT(Sd +D,
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4. Uwzglednienie wyrazen (26) i (27) w réwnaniu (7) prowadzi do zredukowanej postaci rownania (25)

J - LD,[2RT(o 0,-0,w0,)+D,(0,-0)RT(C, -C,)

(28)
’ (2RTw®,+D,)2RTw,d, +D,)

Grubosci stezeniowych warstw granicznych (8,4, Sua> Oap> Omp) Wystepujace w rownaniu (22) mozna wyzna-
czy¢ w serii niezaleznych eksperymentow, korzystajac z procedur opisanych w pracach [10, 11] lub obliczy¢ ko-
rzystajac z formalizmu matematycznego przedstawionego w kolejnym rozdziale.

ROWNANIE DLA GRUBOSCI STEZENIWYCH WARSTW GRANICZNYCH

W celu obliczenia grubosci 6,4, Oma> Oma i Oap stezeniowych warstw granicznych ly,, 1na, Inp 1 1oy dla stanu
ustalonego, przeprowadzimy rozwazania, startujgc z definicji stezeniowej liczby Rayleigha [12]

3
R =£2C (aﬁj (29)
pv D \oC

gdzie: g — przyspieszenie ziemskie, § — grubos¢ stezeniowej warstwy granicznej, AC — rdznica stezen roztwordw,
p — gestos¢ roztworu, v — wspolczynnik lepkosci kinematycznej, D - wspdlczynnik dyfuzji w roztworze oraz
dp/dC - zmiana gestosci przypadajaca na zmiane stezenia roztworu. Na podstawie réwnania (29) mozemy
napisac

-1
61{{13 = (RC )ll(l Duapuv u {g (2%] (Cua - Cu )} (30)
3 aPp B
6 ma = (RC ))nll Dmap Wy m g % (Cm - Cn‘l{l ) (31)
3 aPp h
6mb = (RC)mb Dmbprr;V m g E (Cm - Cmb) (32)
3 ap B
04 =R)uDup¥ 4| & % (Cy—Cp) 33)

Réznice C,, - C,, C,y = Cpig, Cy — Cpp and Cyp — C; mozna obliczy¢ odejmujac stronami odpowiednie réwna-
nia z zestawu (16)-(19). Po niezbyt skomplikowanych przeksztalceniach otrzymujemy

_ 2
Cua _ C“ — Gma Nma']v + Oua'iv (34)
K, +R.J,+F.J,

— Gua — Nua‘]v + Om(lJVZ

m - ma 2 (35)
K,+RJ +FJ,
2
Cm -C,, = Gdb _Ndev + OmeZv (36)
K,+R,J +F,J,
G,-N J +0,J°
Cdb _ Cd — mb mb* v + db* v (37)

K,+R,J +FJ’



22 ANDRZEJ SLEZAK

gdzie
D 1 D D

G =RlTo,—(C -C), N =—||lw +—2 Cc -C)-o 2 _(C +C)|»

ma uama( m u) ma 2|:[ u RT(SmaJ( m u) uRTama( m u):|
0 — 1 Dua

ua _E[(l_ou)(cm _Cu)+201¢cu]’ Gug :RTC()u a (Cm _Cu)’
N, =, + Do (C,-C)+o i(c +C) > 0,,=1ll-0,XC,-C)-20,C,1,
ua 7 u RT(SW m u u RT(SM m u

D 1 D D
G, =RTw, 2% —C)), N =—Kw + L J(Cm—C)Jro i (Cm+C)]
db d adb d db 2 d RTédh d dRTédh d

Dmh

C,-C,)
2 RTS,, RTS (€0 =€)

mb mb

D D
Nmb :l|:(a)d + e ](Cm _Cd)_od e (Cm +Cd):|’ Gmb = Rde

0,, =+[(1-0 ,)C, -C,)-20,C, 1, 0,, =+[(1-0 ,)(C, —-C,)+20 ,C,].

Zakladajac, ze Dy, = Dyay D= Dy Oina = 8ua and p = 8,5, otrzymujemy prostsza postaé réwnan (34)—-(37)

2
CW _ Cu — Gua J'-ZQuaJ;:-i:]OZuaJv (38)
ua + uv
2
Cm _ Cma — Gma ZanaJ;?—;OzmaJv (39)
ma + u”v
C — Gmb — me‘]v + Omb‘]v2 (40)
m mb th + Fd Jvz
G,+0,J,+0,J’
Cdb _Cd — _—db de v 2db v (41)
Z,+F,J,
gdzie:
D D RTD, D
Qua:l wu+ e (Cm_Cu)_Ou e (Cm+cu) ’ Zua: “ 2a)u+ e ’
2 RTS,, RTS,, 5, RTY,,
Qma :l wu + Dmll (Cm _Cu)+0u Dma (Cm +Cu) 4 Zma = RTD’"“ Za)u + D"m 4
2 RTéma RTamu 6ma RTama
1 D, D RTD D
=—l|w, +—2—|(C,-C,)+0 = (C +C))|> Z,, =——2| 2w, +—2— |,
me 2|:( d RT(Smbj( m d) d . ( m d)i| mb 6mb [ d RTémbj
de :l{(a’d + Ddb ](Cm _Cd)_ad Ddb (Cm + Cd):| 4 Zdb = RTDdh [de +ij
2 RTS,, RTS,, 5, RTS,,
Uwzglednienie réwnan (38)-(41) w réwnaniach (30)-(33) daje
auaauaS +ﬂua6ua4 _yua ua2 _0ua6ua _gua =0 (42)

amaémas +ﬁma(§ma4 _ymaa : _ﬁ 6 _Ema = O (43)

ma ma~ ma
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ambémbs -i-ﬁmbamb4 _,ymbémb2 _ﬁmbamb _gmb = 0 (44)
adbédbs +ﬁdb6db4 _ydbédbz _adbadb _Edb =0 (45)
gdzie
a L% oy, {w (€ ~Ch 41T [1-0.)(C ~C)+2 ]}
ua 2 6C v g u m u 2 v u m u u"u >

ﬁllﬂ :gZ%D {wu(Cm_Cu)+%Jv[(Cm_Cu)_O-u(Cm+Cu)]}’

ua

yua = %JVZRT(RC)W Duapy u(l - 20u) 4 ﬁua = 2(RT)2 (RC)ua Duazpuv uwu > gua = (RC)uaRTpL;V uDua3 4

1 dp 1
a, =———JRTgs—J [1-0, )C, -C)-20,C 1-w,(C, -C,)¢>
ma Zac v g{z V[( M)( m M) u m] M( m u)}

q 1
ﬁmu :g ma{wu(cm _Cll)__JV[(Cm _Cll)+all(cm +CM)]}’
oC 2
1

yma = ZJVZRT(RC)maD

i

apn';V m (1 - 2'014) > ﬁma = 2(RT)2 (RC)ma Dmazpmv mwu >

19 1
Ema = (RC)maRTpny mDma3 > amb :E£JVRTg{5Jv[(1 _Od)(cm _Cd)_zodcm]_wd (Cm _Cd)} >

_ P 2 _c)-L _
ﬁmb—gécDmb{(RT) w,(C, -C)) 2JV[(Cm C)+o,(C, +C)H1}s

1
ymb - ZJVZRT(RC)mb Dmbpmv m (1 - 2Od) > ﬁmb = 2(IQTV)2 (RC)mb Dmbzpmy ma)d >
19 1
5mb = (RC)mbRTpmv mDmb3 4 adh = 5£JVRTg {wd (Cm - Cd) +E"]v[(1 _Od)(cm - Cd) + 2o-dcd ]} 4

B = gj%Ddb«RT)de(Cm G4, ~C)=0,(C,

1
Ya = ZJVZRT(RC)thdbpdv (1=20,), B, = 2(RT)2 (RC)ddebzpdV @45 84y =Ry RTp p dDdb3 .

Jesli w réwnaniach (38)-(41) pierwszy czton licz- 0, =2RT(R.),,D.PYy.m,>
nika i mianownika jest duzo wiekszy od nastepnych
czlondéw, to réwnania (42)-(45) uproszcza sie do po- k,,=(R.), D, pYy.,s
staci

0 =2RT(R D W, ,
(pu ua4 _0 (S —K,'WZO ma ( C)ma maprrym u

ua~ ua

Kma = (RC)ma Dmazpmv m?>
00, -0 .6 -k, =0

ma~ ma ma a
(pd = gRTéa)d (Cm - Cd) >
‘pdamb4 _Gmbémb —K,,=0
Gmb = 2RT(RC)thmbprry mwd >
4 _
P04 0404 K4 =0 K,, =(RC)memb2pmvm’
gdzie:
5 edb = 2RT(RC)db Dypp 0,5
0
(pu = gRT—wu (Cm - Cu) >
oC K g =Ry Ddbzpdv d+
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UWAGI KONCOWE

Réwnanie (22) opisujace strumien osmotyczny,
jest rGwnaniem piatego stopnia i zawiera parametry
transportowe membran, roztwordw i grubosci steze-
niowych warstw granicznyych mozliwe do wyzna-
czenia doswiadczalnego, w serii niezaleznych ekspe-
rymentéw. Pigtego stopnia jest tez zestaw czterech
réwnan (réwnania 42-45) opisujacych grubosci ste-
zeniowych warstw granicznych, wystepujacych
w réwnaniu (22). Rozwigzanie réwnania (22) przy
uwzglednieniu réwnan uprzedniego rozwigzania
réwnan (42)-(45) jest mozliwe tylko przy zastosowa-
niu metod numerycznych.
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