
Model matematyczny  
transportu roztworów  
substancji dysocjujących  
przez membranę polimerową 
z polaryzacją stężeniową

Jolanta Jasik-Ślęzak, Andrzej Ślęzak

Katedra Zdrowia Publicznego, Wydział  
Zarządzania, Politechnika Częstochowska

Streszczenie

Przedstawiono model matematyczny 
strumienia objętościowego (Jvm) przez neu-
tralną membranę polimerową, z istniejącymi 
po obydwu jej stronach stężeniowymi war-
stwami granicznymi. Ten model, oparty na 
równaniach Kedem-Katchalsky’ego dla elek-
trolitów, opisuje strumień objętościowy ge-
nerowany przez bodźce osmotyczne i  hy-
drauliczne dla niejednorodnych roztworów 
substancji dysocjujących. Nieliniowe równa-
nia dla strumienia objętościowego użyto do 
obliczeń w liniowym zakresie stabilności hy-
drodynamicznej. 

Słuszność tego modelu potwierdzono 
dla roztworów binarnych, na podstawie ba-
dań przeprowadzonych przy pomocy komór-
ki z membraną ustawioną wertykalnie. W ze-
stawie pomiarowym, wodny roztwór KCl był 
umieszczony po jednej stronie membrany. Po 
przeciwnej stronie membrany był umiesz-
czony roztwór amoniaku w wodnym roztwo-
rze KCl. Zaobserwowano dobrą zgodność 
pomiędzy danymi eksperymentalnymi Jvm 
i  wynikami obliczeń na podstawie równań 
modelowych Jvm. 
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Transport membranowy

Mathematical model describing 
the transport of dissociating 
substances solutions through  
polymeric membrane  
with concentration polarization

Summary

Mathematical model of the volume flux 
through neutral polymeric membrane with 
concentration boundary layers on both sides 
of this membrane is presented. This model 
was based on the Kedem-Katchalsky equ-
ations for electrolyte solutions and describes 
the volume flux generated by osmotic and 
hydrostatic forces for dissociating substance 
non-homogeneous solutions. Nonlinear equ-
ation for volume flux was used for numerical 
calculations in linear regime of hydrodyna-
mic stability. The validity of this model for 
binary solutions was confirmed by using 
a cell with a vertically mounted membrane. 

In the experimental set-up aqueous solu-
tion of KCl was placed on one side of the 
membrane. Whereas the ammonia in aqu-
eous solution of KCl was placed at the other 
site of the membrane The good correlation 
between the experimental data o Jvm and the 
results of calculation based on the model 
equations of Jvm was observed.

Key words: membrane transport, Kedem-
Katchalsky equations, dissociation

WSTĘP

Membrany polimerowe zarówno naturalne jak 
i sztuczne są bardzo czułe na zmiany ich wewnętrz-
nego i zewnętrznego środowiska fizykochemicznego. 
W związku z tym ilość przenikającej przez membra-
nę substancji może być kontrolowana przez zmiany 
odczynu kwasowo-zasadowego, stężenia, gęstości 
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roztworów zewnętrznych i/lub zewnętrznych pól fi-
zycznych [1–3]. 

Większość spontanicznie zachodzących proce-
sów transportu prowadzi do czasowo-przestrzennej 
ewolucji pola stężeń, polegającej na kreacji lokalnych 
niejednorodności sterujących transportem membra-
nowym [4–6]. Przejawem tego procesu jest polaryza-
cja stężeniowa, polegająca na formowaniu się po oby-
dwu stronach membrany, stężeniowych warstw gra-
nicznych (CBL) [7, 8]. Jedną z  konsekwencji 
polaryzacji stężeniowej w systemach membranowych 
jest zmiana stężeń na stykach membrana/roztwór 
[9]. Oznacza to, że poprzez redukcję wartości gra-
dientu stężenia w poprzek membrany, zmniejszeniu 
ulegają zarówno osmotyczne jak i  dyfuzyjne prze-
pływy membranowe [10]. Mówiąc inaczej CBL pełnią 
rolę dodatkowych barier kinetycznych w  procesie 
przenikania dla szybko przenikających molekuł, za-
równo przez membrany naturalne jak i sztuczne [7, 
11]. Szybkość i  efektywność transformacji chemicz-
nych wewnątrz CBL jest określana przez dostępność 
reagentów. Oznacza to, że grubość CBL pełni tu 
funkcję regulatorową [12]. 

W naszych pracach [np. 3, 13, 14], warstwy te są 
traktowane jako ciekłe membrany (pseudomembra-
ny). W związku z tym przypisuje im się odpowiednie 
właściwości transportowe, wyrażane poprzez warto-
ści odpowiednich współczynników przenikania. 
Geometrię CBL można obliczyć na podstawie po-
miarów strumienia objętościowego [7, 15] lub czaso-
wych charakterystyk potencjałów membranowych 
w otoczeniu membrany [8, 16]. Profile stężeniowe, na 
podstawie których określana jest grubość CBLs moż-
na zarejestrować także metodami optycznymi, np. 
metodą laserowej interferometrii Macha-Zehndera 
[6, 9] czy holografii [17]. 

W poprzednich pracach [13, 14] przedstawiono 
model matematyczny strumienia objętościowego, 
przenikającego przez neutralną membranę z istnieją-
cymi po obydwu jej stronach stężeniowymi warstwa-
mi granicznymi. Ten model, oparty na równaniach 
Kedem-Katchalsky’ego dla substancji niedysocjują-
cych, opisuje strumień objętościowy wygenerowany 
przez bodziec osmotyczny i hydrostatyczny dla nie-
jednorodnego roztworu nieelektrolitu. W  obecnej 
pracy ów model zostanie rozwinięty. Mianowicie 
wychodząc z równań Kedem-Katchalsky’ego dla sub-
stancji dysocjujących otrzymamy model matema-
tyczny strumienia objętościowego, przenikającego 
przez elektroobojętną membranę z  istniejącymi po 
obydwu jej stronach stężeniowymi warstwami gra-
nicznymi.

UKŁAD MEMBRANOWY

Przedmiotem rozważań będzie transport mem-
branowy w  przedstawionym na rycinie 1  układzie, 
w  którym ustawiona w  płaszczyźnie horyzontalnej 
membrana (M) rozdziela przedziały (l) i (h), wypeł-
nione rozcieńczonymi i nie mieszanymi mechanicz-
nie roztworami tych samych substancji o stężeniach 
w chwili początkowej Ch i Cl (Ch>Cl). Zakładamy, że 
roztwory w  chwili początkowej są jednorodne, za-
równo w  każdym punkcie roztworów jak i  na po-
wierzchni styku roztworów z  membraną. Ponadto 
zakładamy, że membrana jest izotropowa, syme-
tryczna, elektroobojętna i selektywnie przepuszczal-
na dla wody i rozpuszczonych w niej substancji. Bę-
dziemy badać jedynie stacjonarne procesy transportu 
membranowego, zachodzące w  warunkach izoter-
micznych. 

W takich warunkach woda i substancje rozpusz-
czone, dyfundujące przez membranę, formują po 
obydwu jej stronach stężeniowe warstwy graniczne ll 
oraz lh, o  charakterze pseudo-membran. Grubość 
tych warstw dla stanu stacjonarnego wynosi odpo-
wiednio δh i δl. Uformowane warstwy powodują, że 
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Ryc. 1. Układ membranowy: M – membrana; ll i lh – 
stężeniowe warstwy graniczne (CBLs), Ph i  Pl – ci-
śnienia mechaniczne; Cl i  Ch – stężenia roztworów 
poza warstwami; Ce i Ci – stężenia roztworów na gra-
nicach ll/M i M/lh; Jvm – strumień objętościowy przez 
membranę M; Jsl, Jsh i Jsm – strumienie solutu odpo-
wiednio przez warstwy ll, lh oraz membranę M

Fig. 1. The membrane system: M – membrane; ll and 
lh – the concentration boundary layers (CBLs), Ph and 
Pl – mechanical pressures; Cl and Ch – concentrations 
of solutions outside the boundaries; Ce and Ci – the 
concentrations of solutions at boundaries ll/M and 
M/lh; Jvm – the volume fluxes through membrane M; 
Jsl, Jsh and Jsm – the solute fluxes through layers ll, lh 
and membrane, respectively
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w  stanie stacjonarnym stężenia roztworów na sty-
kach lh/M i M/ll zmienią się odpowiednio do warto-
ści Ci oraz Ce (Ch>Ci>Ce, Ci>Ce>Cl). 

Zgodnie z formalizmem Kedem-Katchalsky’ego 
[18] właściwości transportowe membrany określone 
są przez współczynniki: przepuszczalności hydrau-
licznej (Lp), odbicia (σm) i przepuszczalności substan-
cji rozpuszczonej (ωm). Właściwości transportowe 
warstw ll i  lh są scharakteryzowane odpowiednio 
przez współczynniki: odbicia spełniające warunek 
σl=σh=0 oraz współczynniki dyfuzji Dl i  Dh. Stru-
mień objętościowy i strumień substancji rozpuszczo-
nej przez membranę oznaczony odpowiednio przez 
Jvm i  Jsm. Strumienie substancji rozpuszczonej przez 
warstwy ll i  lh są oznaczone odpowiednio przez Jsl 
i Jsh.

MODEL MATEMATYCZNY  
TRANSPORTU MEMBRANOWEGO 
ROZTWORÓW  
SUBSTANCJI DYSOCJUJĄCYCH

Równania Kedem-Katchalsky’ego są wiarygod-
nym narzędziem badania biernego transportu mem-
branowego. W przypadku binarnych, jednorodnych, 
dysocjujących i rozcieńczonych roztworów, transport 
można opisać przez strumienie objętościowy (Jv) 
i solutu (Js). Zależność pomiędzy strumieniami i ge-
nerującymi je bodźcami (∆π i/lub ∆P) są następują-
ce

		  )ΔΔ( PLJ pv −= πσ 		    (1)

  	            )1(Δ σπω −+= CJJ vs  		  (2)

gdzie: 
Lp, σ oraz ω są współczynnikami odpowiednio prze-
puszczalności hydraulicznej, odbicia i przepuszczal-
ności solutu, ∆P=Ph – Pl jest różnicą ciśnień mecha-
nicznych, ∆π=fRT(Ch – Cl) jest różnicą ciśnień osmo-
tycznych (RT jest iloczynem stałej gazowej 
i temperatury termodynamicznej; Ch i Cl są stężenia-
mi roztworów w przedziałach odpowiednio h oraz l; 
f  jest współczynnikiem osmotycznym Van’t Hoffa, 
który wyraża zwiększenie asocjacji lub dysocjacji so-
lutu i  spełnia relację 1≤f≤k); =(Ch – Cl)[ln(ChCl

–1)]–1 

≈0,5(Ch+Cl) reprezentuje średnie stężenie solutu 
w membranie. 

Dla stanu stacjonarnego, w  którym warstwa lh 
zmniejsza stężenie Ch do wartości Ci, a  warstwa ll 
zwiększa stężenie Cl do wartości Ce, równanie (1) 
przyjmie postać 

	 ]Δ)([ PCCfRTLJ eimpvm −−= σ   	  (3)

Nieznane stężenia Ci i  Ce można obliczyć na 
podstawie równania (2), przyjmując, że w stanie sta-
cjonarnym spełniony jest następujący warunek

		  slsmsh JJJ ==   		   (4)

W celu obliczenia tych stężeń przeprowadzimy 
następujące rozważania. Dla warstwy lh, membrany 
(M) oraz warstwy ll, równanie (2) można zapisać 
w następujących postaciach

	 hvmihhhsh CJCCfDJ +−= − )(1δ  	  (5)

	 )1()( mmvmeimsm CJCCRTfJ σω −+−=   	  (6)

	     lvmlellsl CJCCfDJ +−= − )(1δ  	  (7)

gdzie: 

hC = 0,5(Ch+Ci), mC = 0,5(Ci+Ce), lC = 0,5(Ce+Cl).

Uwzględniając równania (5)–(7) w równaniu (4) 
otrzymujemy
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gdzie:

γ0=f2[ChDhδh
–1(Dlδl

–1+ωmRT)+ClωmRTDlδl
–1]

γ1=0,5f[(ωmRT+Dlδl
–1)(Ch – Cl)+σm 

(ChDhδh
–1+ClDlδl

–1)]

γ2=0,25[Cl+σm(Ch – Cl)] 

ψ0=f2[Dlδl
–1(Dhδh

–1+ωmRT)+ωmRTDhδh
–1] 

ψ1=0,5fσm(Dhδh
–1 – Dlδl

–1) 

ψ2=0,25(1– 2σm)

υ0=f2[ClDlδl
–1(Dhδh

–1+ωmRT)+ChωmRTDhδh
–1]

υ1=0,5f[(ωmRT+Dhδh
–1)(Ch – Cl) – σm 

(ChDhδh
–1+ClDlδl

–1)]

υ2=0,25[Ch – σm(Ch – Cl)]

 Uwzględniając wyrażenia (8) i (9) w równaniu 
(3) otrzymujemy
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gdzie:
 φ0={ψ1 + Lp[ψ2∆P – fσmRT(γ2 – υ2)]}ψ2

–1

φ1={ψ0 + Lp[ψ1∆P – fσmRT(γ1 – υ1)]}ψ2
–1

φ2=Lp[ψ0∆P – fσmRT(γ0 – υ0)]ψ2
–1 

WYNIKI BADAŃ I DYSKUSJA

Badania przepływów objętościowych przepro-
wadzono za pomocą zestawu pomiarowego opisane-
go w  poprzedniej pracy [11]. Ów zestaw składał się 
z dwóch cylindrycznych naczyń pomiarowych (h, l) 
o  jednakowej objętości (V) spełniającej warunek 
Vh=Vl=200 cm3. Naczynie h  zawierało roztwór 
NH4OH w  wodnym roztworze KCl, natomiast na-
czynie l – wodny roztwór KCl. 

Należy zaznaczyć, że stężenie KCl w obydwu na-
czyniach było jednakowe (Ch1=Cl1). Stężenie NH4OH 
w  naczyniu wynosiło Ch2=1 mol l–1 i  było stałe we 
wszystkich eksperymentach. We wszystkich ekspe-
rymentach nie używano mieszania mechanicznego 
roztworów. Naczynia h i l rozdzielała membrana Ne-
phrophan o powierzchni S=3,36 cm2 i właściwościach 
transportowych określonych przez współczynniki: 
przepuszczalności hydraulicznej (Lp), odbicia (σm) 
oraz przepuszczalności solutu (ωm). Wartości tych 
współczynników dla NH4OH wyznaczone w  serii 
niezależnych doświadczeń, wynoszą: Lp=5×10–12 
m3N–1s–1, σm=0,01 oraz ωm=2,7×10–9 mol N–1s–1. 
Współczynnik dyfuzji amoniaku w roztworze wyno-
sił D2=2.3×10–9 m2s–1. 

We wszystkich eksperymentach membrana była 
usytuowana w płaszczyźnie horyzontalnej. Ponadto 
do naczynia h podłączono wyskalowaną (z dokład-
nością do 0,5 mm3) pipetę (K) ustawioną w  płasz-
czyźnie równoległej do płaszczyzny membrany. Z ko-
lei naczynie l było połączone z rezerwuarem roztwo-
ru KCl (N), o  regulowanej wysokości ustawiania 
względem pipety K. Umożliwiało to kompensację ci-
śnienia hydrostatycznego (ΔP=0) występującego 
w zestawie pomiarowym. Strumień objętościowy ob-
liczono na podstawie pomiarów zmiany objętości 
(ΔV) w pipecie K zachodzącej w czasie Δt, przez po-
wierzchnię membrany S, stosując wzór Jvm=(ΔV)
S–1(Δt)–1 dla ΔP=0. Przepływy objętościowe zacho-
dziły od naczynia l do naczynia h. 

Badania doświadczalne przepływów objętościo-
wych, polegały na wyznaczeniu czasowej charaktery-
styki strumienia objętościowego (Jvm) dla różnych stę-
żeń roztworów. Eksperyment prowadzono do chwili 
uzyskania stanu stacjonarnego. Błąd względny popeł-

niany przy wyznaczaniu Jv nie był większy niż 3%. Na 
podstawie charakterystyk Jvm=f(t), dla stanu stacjo-
narnego sporządzono charakterystykę Jvm=f(Ch1=Cl1, 
Ch2=const). Obliczenia strumienia Jvm wykonano na 
podstawie parametrów transportowych membran 
i roztworów (Lp, σm, ωm, D2) dla przypadku δl=δh=δ, 
Dl=Dh=D oraz ∆P=0. Ponadto uwzględniono tablico-
wą wartość R=8,31 K mol–1K–1. Badania doświadczal-
ne jak i obliczenia strumienia Jvm wykonano dla wa-
runków izotermicznych w T=295 K. 

Przedstawione na rycinie 2  wyniki badań do-
świadczalnych i  obliczeń numerycznych uzyskano 
dla przypadku, gdy przedział l układu pomiarowego 
zawierał w chwili początkowej wodny roztwór KCl, 
a przedział h – roztwór amoniaku w  wodnym roz-
tworze KCl, wszystkie stężenia Ch2=1 mol l–1. Stęże-
nie amoniaku w przedziale l wynosiło Cl2=0 mol l–1. 
We wszystkich eksperymentach, wodnego roztworu 
KCl używano jako rozpuszczalnika. Stężenie KCl 
zmieniano od 0 do 0,02 mol l–1. W związku z tym je-
dynym bodźcem, który wywołuje przepływy objęto-
ściowe jest różnica ciśnień osmotycznych wprost 
proporcjonalna do różnicy stężeń amoniaku, gdyż 
różnica stężeń KCl wynosi zero. 

0,000 0,004 0,008 0,012 0,016 0,020

4

5

6

7

Ch2=1 mol l-1

J v 1
08  [m

 s
-1
]

Ch1=Cl1 [mol l-1]

0,000 0,004 0,008 0,012 0,016 0,020

3

4

5

6

7

Ryc. 2. Ilustracja zależności Jvm=f(Ch1=Cl1, Ch2=const) 
otrzymanej na podstawie równania (10) (linia ciągła) 
i  eksperymentu (■), dla membrany Nephrophan 
(Lp=5×10–12 m3N–1s–1, σm=0,01 oraz ωm=2,7×10–9 mol 
N–1s–1) i ∆P=0 Pa

Fig. 2. Illustration of dependence Jvm=f(Ch1=Cl1, 
Ch2=const) calculated on the basis of Eq. (10) (full 
line) and experiment (■), for membrane Nephrophan 
(Lp=5×10–12 m3N–1s–1, σm=0.01 and ωm=2.7×10–9 mol 
N–1s–1) and ∆P=0 Pa
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Z przedstawionych na tej rycinie zależności wy-
nika, że dodanie do obydwu przedziałów takiej sa-
mej ilości KCl, powoduje wzrost wartości strumienia 
objętościowego: od Jvm=3,6×10–8 m s–1 (dla Ch1=Cl1=0 
mol l–1) do Jvm=7,2×10–8 m s–1 (dla Ch1=Cl1=0,02 mol 
l–1). Oznacza to, że w badanym zakresie stężeń rośnie 
2-krotnie różnica ciśnień osmotycznych. Ponieważ 
różnice stężeń amoniaku i KCl są zachowane, jedy-
nym wytłumaczeniem jest wzrost wartości współ-
czynnika osmotycznego Van’t Hoffa (f). 

Wodny roztwór amoniaku, nazywany jest zasa-
dą amonową i zapisywaną jako NH4OH, jest słabym 
elektrolitem. Stopień dysocjacji 0,1 mol l–1

 wodnego 
roztworu tego związku chemicznego w  temp. 25˚C 
wynosi 1,3%. Wraz ze wzrostem stężenia stopień dy-
socjacji maleje. Oznacza to, że 1 mol l–1 wodny roz-
twór NH4OH pod względem osmotycznym zacho-
wuje się jak nieelektrolit. Wodny roztwór KCl jest 
mocnym elektrolitem, którego stopień dysocjacji na-
wet dla roztworów o  dużych stężeniach jest równy 
100%. 

Dodanie do 1 mol l–1 wodnego roztworu NH4OH 
pewnej ilości KCl, zmienia odczyn badanego roztwo-
ru z zasadowego na kwaśny i zwiększa stopień dyso-
cjacji. Dla Ch1=Cl1≥0,012 mol l–1 strumień Jvm jest 
2-krotnie większy w porównaniu do Ch1=Cl1=0 mol 
l–1. Oznacza to, że 2-krotnie wzrosła różnica ciśnień 
osmotycznych amoniaku. Można więc sądzić, że dla 
Ch1=Cl1≥0,012 mol l–1 stopień dysocjacji NH4OH 
wzrósł do 100%. 

WNIOSKI

1.	O pracowano nieliniowy model matematyczny 
objętościowego transportu membranowego roz-
tworów elektrolitów w  warunkach polaryzacji 
stężeniowej, na podstawie liniowych równań Ke-
dem-Katchalsky’ego. Model ten, który jest rów-
naniem trzeciego stopnia, oprócz współczynni-
ków transportowych membrany, stężeniowych 
warstw granicznych i roztworów, zawiera współ-
czynnik osmotyczny Van’t Hoffa (f).

2.	 Zachowując oznaczenia dla nieelektrolitów za-
proponowane w  pracy [14], współczynniki wy-
stępujące w równaniu (10) można zapisać w po-
staci 

 φ0={ fβ1+ Lp[β2∆P – fσmRT(α2– χ2)]} β2
–1

 φ1={ f2β0+ Lp[fβ1∆P – f2σmRT(α1– χ1)]} β2
–1

 φ2=Lp[f2β0∆P – f3σmRT(α0 – χ0)] β2
–1 

3.	 Współczynnik osmotyczny Van’t Hoffa, wystę-
pujący w  równaniach Kedem-Katchalsky’ego 
w pierwszej potędze, w zaproponowanym przez 
nas modelu należy przedstawić w  postaci fk, 
gdzie k=1, 2, 3.

4.	 Przedstawiony model matematyczny, może być 
wygodnym narzędziem do badania transportu 
membranowego w  układach spolaryzowanych 
stężeniowo w warunkach zmiany odczynu śro-
dowiska.
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