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Streszczenie

Przedstawiono model matematyczny
strumienia objetosciowego (J,,,) przez neu-
tralng membrane polimerowas, z istniejacymi
po obydwu jej stronach stezeniowymi war-
stwami granicznymi. Ten model, oparty na
réwnaniach Kedem-Katchalskyego dla elek-
trolitéw, opisuje strumien objetosciowy ge-
nerowany przez bodzce osmotyczne i hy-
drauliczne dla niejednorodnych roztworéw
substancji dysocjujacych. Nieliniowe réwna-
nia dla strumienia objetosciowego uzyto do
obliczen w liniowym zakresie stabilnosci hy-
drodynamiczne;j.

Stusznos$¢ tego modelu potwierdzono
dla roztworéw binarnych, na podstawie ba-
dan przeprowadzonych przy pomocy komor-
ki z membrang ustawiong wertykalnie. W ze-
stawie pomiarowym, wodny roztwér KCl byt
umieszczony po jednej stronie membrany. Po
przeciwnej stronie membrany byl umiesz-
czony roztwoér amoniaku w wodnym roztwo-
rze KCl. Zaobserwowano dobrg zgodnosé
pomiedzy danymi eksperymentalnymi J,,,
i wynikami obliczenn na podstawie réwnan
modelowych J,,.

Stowa kluczowe: transport membranowy,
réwnania Kedem-Katchalsky’ego, dysocjacja
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Mathematical model describing
the transport of dissociating
substances solutions through
polymeric membrane

with concentration polarization

Summary

Mathematical model of the volume flux
through neutral polymeric membrane with
concentration boundary layers on both sides
of this membrane is presented. This model
was based on the Kedem-Katchalsky equ-
ations for electrolyte solutions and describes
the volume flux generated by osmotic and
hydrostatic forces for dissociating substance
non-homogeneous solutions. Nonlinear equ-
ation for volume flux was used for numerical
calculations in linear regime of hydrodyna-
mic stability. The validity of this model for
binary solutions was confirmed by using
a cell with a vertically mounted membrane.

In the experimental set-up aqueous solu-
tion of KCI was placed on one side of the
membrane. Whereas the ammonia in aqu-
eous solution of KCI was placed at the other
site of the membrane The good correlation
between the experimental data o J,,, and the
results of calculation based on the model
equations of J,,, was observed.

Key words: membrane transport, Kedem-
Katchalsky equations, dissociation

WSTEP

Membrany polimerowe zaréwno naturalne jak
i sztuczne s3 bardzo czule na zmiany ich wewnetrz-
nego i zewnetrznego srodowiska fizykochemicznego.
W zwigzku z tym ilo$¢ przenikajacej przez membra-
ne substancji moze by¢ kontrolowana przez zmiany
odczynu kwasowo-zasadowego, stezenia, gestosci
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roztworéw zewnetrznych i/lub zewnetrznych pdl fi-
zycznych [1-3].

Wigkszo$¢ spontanicznie zachodzacych proce-
sow transportu prowadzi do czasowo-przestrzennej
ewolucji pola stezen, polegajacej na kreacji lokalnych
niejednorodnosci sterujacych transportem membra-
nowym [4-6]. Przejawem tego procesu jest polaryza-
cja stezeniowa, polegajaca na formowaniu si¢ po oby-
dwu stronach membrany, stezeniowych warstw gra-
nicznych (CBL) [7, 8]. Jedna z konsekwencji
polaryzacji stezeniowej w systemach membranowych
jest zmiana stezen na stykach membrana/roztwor
[9]. Oznacza to, ze poprzez redukcje wartoéci gra-
dientu stezenia w poprzek membrany, zmniejszeniu
ulegaja zaréwno osmotyczne jak i dyfuzyjne prze-
plywy membranowe [10]. Méwiac inaczej CBL petnia
role dodatkowych barier kinetycznych w procesie
przenikania dla szybko przenikajacych molekul, za-
réwno przez membrany naturalne jak i sztuczne [7,
11]. Szybkos¢ i efektywnos¢ transformacji chemicz-
nych wewnatrz CBL jest okreslana przez dostepnos¢
reagentéw. Oznacza to, ze grubo$¢ CBL pelni tu
funkcje regulatorowy [12].

W naszych pracach [np. 3, 13, 14], warstwy te sg
traktowane jako ciekle membrany (pseudomembra-
ny). W zwiazku z tym przypisuje im si¢ odpowiednie
wladciwosci transportowe, wyrazane poprzez warto-
$ci odpowiednich wspolczynnikéw przenikania.
Geometrie CBL mozna obliczy¢ na podstawie po-
miaréw strumienia objeto$ciowego [7, 15] lub czaso-
wych charakterystyk potencjaléw membranowych
w otoczeniu membrany [8, 16]. Profile stezeniowe, na
podstawie ktorych okreslana jest grubo$¢ CBLs moz-
na zarejestrowac takze metodami optycznymi, np.
metoda laserowej interferometrii Macha-Zehndera
[6, 9] czy holografii [17].

W poprzednich pracach [13, 14] przedstawiono
model matematyczny strumienia objetosciowego,
przenikajacego przez neutralng membrane z istnieja-
cymi po obydwu jej stronach stezeniowymi warstwa-
mi granicznymi. Ten model, oparty na réwnaniach
Kedem-Katchalsky’ego dla substancji niedysocjuja-
cych, opisuje strumien objetosciowy wygenerowany
przez bodziec osmotyczny i hydrostatyczny dla nie-
jednorodnego roztworu nieelektrolitu. W obecnej
pracy ow model zostanie rozwinigty. Mianowicie
wychodzac z réwnan Kedem-Katchalsky’ego dla sub-
stancji dysocjujacych otrzymamy model matema-
tyczny strumienia objetosciowego, przenikajacego
przez elektroobojetna membrane z istniejacymi po
obydwu jej stronach stezeniowymi warstwami gra-
nicznymi.

UKLAD MEMBRANOWY

Przedmiotem rozwazan bedzie transport mem-
branowy w przedstawionym na rycinie 1 ukladzie,
w ktorym ustawiona w plaszczyznie horyzontalnej
membrana (M) rozdziela przedzialy (1) i (h), wypel-
nione rozcienczonymi i nie mieszanymi mechanicz-
nie roztworami tych samych substancji o stezeniach
w chwili poczatkowej C;, i C; (C,>C)). Zakladamy, ze
roztwory w chwili poczatkowej sa jednorodne, za-
réwno w kazdym punkcie roztworéw jak i na po-
wierzchni styku roztworéw z membrang. Ponadto
zakltadamy, ze membrana jest izotropowa, syme-
tryczna, elektroobojetna i selektywnie przepuszczal-
na dla wody i rozpuszczonych w niej substancji. Be-
dziemy badac jedynie stacjonarne procesy transportu
membranowego, zachodzace w warunkach izoter-
micznych.

W takich warunkach woda i substancje rozpusz-
czone, dyfundujace przez membrang, formuja po
obydwu jej stronach stezeniowe warstwy graniczne |,
oraz l,, o charakterze pseudo-membran. Grubosé
tych warstw dla stanu stacjonarnego wynosi odpo-
wiednio 6, i §;. Uformowane warstwy powoduja, Ze

Ryc. 1. Uklad membranowy: M — membrana; i1, -
stezeniowe warstwy graniczne (CBLs), P, i P; - ci-
$nienia mechaniczne; C; i Cj, — stezenia roztworow
poza warstwami; C, i C; - stezenia roztwordw na gra-
nicach /M i M/ly; ], — strumien objetos$ciowy przez
membrane M; Jy, Jo, i Jin — strumienie solutu odpo-
wiednio przez warstwy l;, 1 oraz membrane M

F1G. 1. The membrane system: M - membrane; |, and
1, - the concentration boundary layers (CBLs), P, and
P, - mechanical pressures; C;and C,, — concentrations
of solutions outside the boundaries; C, and C; - the
concentrations of solutions at boundaries I;/M and
M/ly; Jom — the volume fluxes through membrane M;
Jo» Jon and J;,, — the solute fluxes through layers 1;, I
and membrane, respectively
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w stanie stacjonarnym stezenia roztwordw na sty-
kach 1,/M i M/, zmienig si¢ odpowiednio do warto-
$ci C; oraz C, (C,>C>C,, C>C.>C)).

Zgodnie z formalizmem Kedem-Katchalsky’ego
[18] wlasciwosci transportowe membrany okreslone
s3 przez wspolczynniki: przepuszczalnosci hydrau-
licznej (L), odbicia (0,,) i przepuszczalnosci substan-
cji rozpuszczonej (®,). Wlasciwoséci transportowe
warstw I} i 1 sg scharakteryzowane odpowiednio
przez wspoélczynniki: odbicia spelniajace warunek
6,=0;=0 oraz wspolczynniki dyfuzji D; i D). Stru-
mien objeto$ciowy i strumien substancji rozpuszczo-
nej przez membrane oznaczony odpowiednio przez
Jom 1 Jon Strumienie substancji rozpuszczonej przez
warstwy 1; i 1, s3 oznaczone odpowiednio przez Jy
i]sh~

MODEL MATEMATYCZNY
TRANSPORTU MEMBRANOWEGO
ROZTWOROW

SUBSTANCJI DYSOCJUJACYCH

Réwnania Kedem-Katchalsky’ego sa wiarygod-
nym narze¢dziem badania biernego transportu mem-
branowego. W przypadku binarnych, jednorodnych,
dysocjujacych i rozcienczonych roztwordw, transport
mozna opisa¢ przez strumienie objetosciowy (J,)
i solutu (J). Zalezno$¢ pomiedzy strumieniami i ge-
nerujacymi je bodzcami (Am i/lub AP) sg nastepuja-
ce

J, =L,(cAn —AP) 1)

J,=oArn +J,C(1-5) ()

gdzie:

Ly, o oraz w s3 wspdlczynnikami odpowiednio prze-
puszczalnosci hydraulicznej, odbicia i przepuszczal-
nosci solutu, AP=P;, - P; jest rdznicg ci$nienn mecha-
nicznych, Ar=fRT(C;, - C)) jest réznicq ci$nien osmo-
tycznych (RT jest iloczynem stalej gazowej
i temperatury termodynamicznej; C, i C; s3 stezenia-
mi roztworéw w przedziatach odpowiednio h oraz I;
f jest wspdlczynnikiem osmotycznym Van’t Hoffa,
ktéry wyraza zwigkszenie asocjacji lub dysocjacji so-
lutu i spetnia relacje 1<f<k); =(C, - C)[In(C,C; )]
~0,5(C,+C)) reprezentuje $rednie st¢zenie solutu
w membranie.

Dla stanu stacjonarnego, w ktéorym warstwa 1
zmniejsza stezenie C, do wartosci C;, a warstwa |
zwieksza stezenie C; do wartoséci C,, rownanie (1)
przyjmie postac

Jom = L,[0,JRT(C; =C,)=AP] ®)

Nieznane stezenia C; i C, mozna obliczy¢ na
podstawie réwnania (2), przyjmujac, ze w stanie sta-
cjonarnym spetniony jest nastepujacy warunek

Jsh = Jsm = Jsl (4)

W celu obliczenia tych stezen przeprowadzimy
nastepujace rozwazania. Dla warstwy 1, membrany
(M) oraz warstwy l;, rownanie (2) mozna zapisaé
w nastepujacych postaciach

o =th8h_l(Ch -C)+J,,C, )

Jsm :fmeT(Ci _Ce)+J 5 (1_6)71) (6)

vm =T m

Jsl = fDZSI_I(Ce - Cl) +Jvmél (7)
gdzie:
T, = 0,5(Cy+Cy), C,=0,5(C+Co), C) = 0,5(CotCy).

Uwzgledniajgc réwnania (5)-(7) w réwnaniu (4)
otrzymujemy
c = Yo Y1 o +Y2Jvm2
Loty Tyt o

®)

C = UO +Ul']vm +U2']vm2 (9)
S Wty

gdzie:
’Y()Zf2 [ChDh5h_1(Dl51_1+(,0mRT)+C1(DmRTDl6]_1]

11=0,5f[(0,,RT+D;6;")(Cy, — C)+06,
(CyDyé'+CiDi ™)

v,=0,25[C+6,,(Cp, - C))]

Vo= D10 (Dy6p ' +®,RT)+®,,RTD}, ;7]
1=0,5/,,(Di6y " - D)
¥,=0,25(1- 25,,)

Vo= [C:D0 (D6, +®,,RT)+C,®,,RTD;,8), 7]

01=0,5f[(®,,RT+D;,6,")(C, - C)) - Gy
(CyDyé'+CiDi0 ™))

V,=0,25[C}, - 6,(Cp, - C)]

Uwzgledniajac wyrazenia (8) i (9) w réwnaniu
(3) otrzymujemy

‘]vm3 +¢0Jvm2 +d)l‘]vm +¢2 =0 (10)



80

JOLANTA JASIK-SLEZAK, ANDRZEJ SLEZAK

gdzie:
do={w1 + L,[WoAP - f5,,RT(y> - v2) [}y, ™!

di={Wo+ Ly[y1sAP - f5,,RT(y, - v)]}hy, ™
¢2=Lp[\I/0AP - meRT(Yo - Uo)]\lfz_l

WYNIKI BADAN I DYSKUSJA

Badania przeplywdéw objetosciowych przepro-
wadzono za pomocg zestawu pomiarowego opisane-
go w poprzedniej pracy [11]. Ow zestaw skladal sie
z dwoch cylindrycznych naczyn pomiarowych (h, 1)
o jednakowej objetosci (V) spelniajacej warunek
Vp=V1=200 cm? Naczynie h zawieralo roztwér
NH,OH w wodnym roztworze KCl, natomiast na-
czynie 1 - wodny roztwdr KCl.

Nalezy zaznaczy¢, ze stezenie KCl w obydwu na-
czyniach byto jednakowe (Cy,;=Cy). Stezenie NH,OH
w naczyniu wynosito Cj,=1 mol I"! i bylo stale we
wszystkich eksperymentach. We wszystkich ekspe-
rymentach nie uzywano mieszania mechanicznego
roztwordw. Naczynia h i1 rozdzielata membrana Ne-
phrophan o powierzchni §=3,36 cm? i wlasciwosciach
transportowych okreslonych przez wspoétczynniki:
przepuszczalnosci hydraulicznej (L), odbicia (0,,)
oraz przepuszczalnosci solutu (w,,). Wartosci tych
wspolczynnikéw dla NH,OH wyznaczone w serii
niezaleznych doswiadczen, wynosza: L,=5x107"2
m*N-1s! ¢,=0,01 oraz w,=2,7x10° mol N-ls71,
Wspétczynnik dyfuzji amoniaku w roztworze wyno-
sit D,=2.3x10"° m?2s7!.

We wszystkich eksperymentach membrana byta
usytuowana w plaszczyznie horyzontalnej. Ponadto
do naczynia h podiaczono wyskalowana (z doklad-
noscig do 0,5 mm?®) pipete (K) ustawiong w plasz-
czyznie réwnoleglej do ptaszczyzny membrany. Z ko-
lei naczynie I bylo potaczone z rezerwuarem roztwo-
ru KCl (N), o regulowanej wysokosci ustawiania
wzgledem pipety K. Umozliwialo to kompensacje ci-
$nienia hydrostatycznego (AP=0) wystepujacego
w zestawie pomiarowym. Strumien objetosciowy ob-
liczono na podstawie pomiaréw zmiany objetosci
(AV) w pipecie K zachodzacej w czasie At, przez po-
wierzchnie membrany S, stosujac wzor J,,=(AV)
S7(Af)! dla AP=0. Przeplywy objeto$ciowe zacho-
dzily od naczynia | do naczynia h.

Badania doswiadczalne przeplywdéw objetoscio-
wych, polegaly na wyznaczeniu czasowej charaktery-
styki strumienia objetosciowego (J,,,) dla réznych ste-
zen roztworéw. Eksperyment prowadzono do chwili
uzyskania stanu stacjonarnego. Blad wzgledny popet-

[ms]

J 10°

niany przy wyznaczaniu J, nie byt wiekszy niz 3%. Na
podstawie charakterystyk J,,,=f(t), dla stanu stacjo-
narnego sporzadzono charakterystyke J,,,=f(Ci1=C,
Cpa=const). Obliczenia strumienia J,,, wykonano na
podstawie parametréw transportowych membran
i roztworéw (Ly, Gy, ©y, D) dla przypadku §;=5,=96,
D=Dy=D oraz AP=0. Ponadto uwzgledniono tablico-
wa warto$¢ R=8,31 K mol'K™!. Badania do$wiadczal-
ne jak i obliczenia strumienia J,,, wykonano dla wa-
runkow izotermicznych w 7=295 K.

Przedstawione na rycinie 2 wyniki badan do-
$wiadczalnych i obliczen numerycznych uzyskano
dla przypadku, gdy przedzial | uktadu pomiarowego
zawieral w chwili poczatkowej wodny roztwér KCl,
a przedzial h - roztwér amoniaku w wodnym roz-
tworze KCl, wszystkie stezenia Cj,=1 mol I\ Steze-
nie amoniaku w przedziale | wynosito Cp=0 mol 17!,
We wszystkich eksperymentach, wodnego roztworu
KCI uzywano jako rozpuszczalnika. Stezenie KCI
zmieniano od 0 do 0,02 mol I". W zwigzku z tym je-
dynym bodzcem, ktéry wywoluje przeptywy objeto-
$ciowe jest rdznica ci$nien osmotycznych wprost
proporcjonalna do rdznicy stezen amoniaku, gdyz
réznica stezen KCl wynosi zero.

T T T T T
7 . —
6 i
5. i
44 _ -1

C,=1mol
u
T T T T T T T T T T
0,000 0,004 0,008 0,012 0,016 0,020

Cm:Cn [mol I-1]

Ryc. 2. Tlustracja zaleznosci J,,=f(Cni=Cj1, Cja=const)
otrzymanej na podstawie réwnania (10) (linia ciggla)
i eksperymentu (»), dla membrany Nephrophan
(L,=5x10""?* m*N-'s™, ¢,,=0,01 oraz w,,=2,7x10~° mol
N-1s71) i AP=0 Pa

Fig. 2. Illustration of dependence J,,,=f(Cpi=Cy,
Cpy=const) calculated on the basis of Eq. (10) (full
line) and experiment (=), for membrane Nephrophan
(L,=5x10""* m°N's™!, ¢,,=0.01 and w,,=2.7x10~ mol
N-!s71) and AP=0 Pa
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Z przedstawionych na tej rycinie zaleznosci wy-
nika, ze dodanie do obydwu przedzialéw takiej sa-
mej ilosci KCI, powoduje wzrost wartosci strumienia
objetosciowego: od J,,=3,6x10"* m s7! (dla Cy,;=C;=0
mol 1Y) do J,,,=7,2x10-8 m s! (dla C;,;=Cy=0,02 mol
I"!). Oznacza to, ze w badanym zakresie stezen ro$nie
2-krotnie rdznica ci$nien osmotycznych. Poniewaz
réznice stezen amoniaku i KCl sg zachowane, jedy-
nym wytlumaczeniem jest wzrost wartosci wspot-
czynnika osmotycznego Van't Hoffa (f).

Wodny roztwér amoniaku, nazywany jest zasa-
da amonowg i zapisywana jako NH,OH, jest stabym
elektrolitem. Stopien dysocjacji 0,1 mol 1I"! wodnego
roztworu tego zwigzku chemicznego w temp. 25°C
wynosi 1,3%. Wraz ze wzrostem stezenia stopien dy-
socjacji maleje. Oznacza to, ze 1 mol I"! wodny roz-
twér NH,OH pod wzgledem osmotycznym zacho-
wuje si¢ jak nieelektrolit. Wodny roztwér KCI jest
mocnym elektrolitem, ktdrego stopien dysocjacji na-
wet dla roztworéw o duzych stezeniach jest réwny
100%.

Dodanie do 1 moll"! wodnego roztworu NH,OH
pewnej ilosci KCl, zmienia odczyn badanego roztwo-
ru z zasadowego na kwasny i zwigksza stopien dyso-
gjacji. Dla Cy,=C;;20,012 mol 1! strumien J,, jest
2-krotnie wiekszy w poréwnaniu do Cj,;=C;=0 mol
1. Oznacza to, ze 2-krotnie wzrosta réznica ci$nien
osmotycznych amoniaku. Mozna wigc sadzi¢, ze dla
C1=C;20,012 mol 17 stopien dysocjacji NH,OH
wzrost do 100%.

WNIOSKI

1. Opracowano nieliniowy model matematyczny
objetosciowego transportu membranowego roz-
tworéw elektrolitow w warunkach polaryzacji
stezeniowej, na podstawie liniowych réwnan Ke-
dem-Katchalskyego. Model ten, ktory jest row-
naniem trzeciego stopnia, oprocz wspdtczynni-
kéw transportowych membrany, stezeniowych
warstw granicznych i roztwordw, zawiera wspol-
czynnik osmotyczny Van't Hoffa (f).

2. Zachowujac oznaczenia dla nieelektrolitow za-
proponowane w pracy [14], wspolczynniki wy-
stepujace w rdwnaniu (10) mozna zapisa¢ w po-
staci

do={ fBi+ Ly[B2AP - f5,,RT (0~ %)} B2
¢1={f230+ Lp[fBlAP _ﬁGmRT(al_ Wl B!
O2=Ly[f*BoAP - 5, RT (010 - %0)] B2

Wspolczynnik osmotyczny Van’'t Hoffa, wyste-
pujacy w rownaniach Kedem-Katchalsky’ego
w pierwszej potedze, w zaproponowanym przez
nas modelu nalezy przedstawi¢ w postaci f%,
gdzie k=1, 2, 3.

Przedstawiony model matematyczny, moze by¢
wygodnym narzedziem do badania transportu
membranowego w ukfadach spolaryzowanych
stezeniowo w warunkach zmiany odczynu $ro-
dowiska.
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